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12. Kclaircissemens sur le Mémoire de Mr. de La Grange, inséré
dans le Ve volume de Mélanges de Turin, concernant la mé-
thode de prendre le milieu entre les résultats de plusieurs
observations &c. V. 4. Petr. t. 8. 1785 (1788), pag. 289—297.
[1777, déc. 1.] d’aprés N. von Fuss. A la page 289 du tome
se trouve la remarque : ,Présenté a 1’Académie le 27 nov. 1777.¢

Le mémoire en question de de La Grange est inséré dans
les ,Mélanges de philosophie et de mathématique de la Société
Royale de Turin pour les années 1770—1773%, tome 5,
pag. 167—232, et porte le titre suivant: ,Mémoire sur lutilité
de la méthode de prendre le milieu entre les résultats de
plusieurs observations; dans lequel on examine les avantages
de cette méthode par le calcul des probabilités; et ot I’on
résout différents problémes relatifs a cette matiére.“ Par
Mr. de La Grange.

13. Solutio quarundam quaestionum difficiliorum in calculo pro-
babilium. (Solition de quelques questions difficiles dans le
calcul des probabilités.) Op. anal. t. 2. (1783), pag. 331—346.
[1781, oct. 8.]

14. Vera aestimatio sortis in ludis. (Vraie estimation du hasard
dans les jeux.) Op. post. t. 1. (1862), pag. 315—318.

15. Analyse d’un probléme du calcul des probabilités. Op. post.
t. 1. (1862), pag. 336—341.

Pour les citations, on a fait usage, dans la liste ci-dessus,
des abréviations suivantes:

Mém. de Berl. — Mémoires de '’ Académie Royale des Sciences
et Belles-Lettres de Berlin. (Tomes 1 a 25, années 1745—1769.)

Op. post. — Leonhardi Euleri Opera postuma mathematica
et physica, anno MDCCCXLIV detecta, quae Academiae Scien-
tiarum Petropolitanae obtulerunt ejusque auspiciis ediderunt Auc-
toris pronepotes Panins Henricus Fuss et Nicolans Fuss. (T.1—2,
Petropoli, 1862.)

Op. anal. — Leonhardi Euleri opuscula analytica. Tomus
primus: Petropoli MDCCLXXXIII; tomus secundus: Petropoli
MDCCLXXXYV.

A. Petr. — Acta Academiae Scientiarum Imperialis Petro-
politanae. (6 années: 1777—1782; chaque année comprend deux
volumes: I, IL)

N. A. Petr. — Nova Acta Academiae Scientiarum Imperialis
Petropolitanae. (Tomes 1 & 15, années 1783—1802.)

Beitriige zur Theorie der Intensititsfunktionen.

Von G. Liechti, Ziirich.

Einleitung.

Die in der Lebensversicherungsmathematik ge-
briiuchlichsten Ausdriicke fiir die rechnerische Ermitt-
lung der Barwerte von verschiedenartigen Versiche-
rungsverpflichtungen sind im allgemeinen unter der
Voraussetzung abgeleitet, dass das Absterben einer
gleichaltrigen Gruppe von Lebenden innerhalb eines
Jahres gleichmissig erfolge. Solange es sich um Ver-
sicherungsleistungen handelt, die am Ende eines Jahres
fillig werden, ist die Annahme einer solchen Hypo-
these nicht erforderlich. Anders verhilt es sich dagegen
bei Barwerten von Kapitalversicherungen und Renten,
welche in einem andern Zeitpunkte als am Ende des
Jahres zahlbar sind. Die Hypothese des gleichmissigen
Absterbens ist durchaus nicht wissenschaftlich; denn
es ist nicht anzunehmen, dass die Intensitdt des Ab-
sterbens, der Grad der Verminderung einer Gruppe
von Personen gleichen Alters sich fiir eine noch so
kleine Altersstrecke auf gleicher Hohe halte. Der Pro-
zess, welcher die stetige Abnahme einer beobachteten
Anzahl von Lebenden bedingt, ist so kompliziert, dass
es schwierig ist, denselben innerhalb kleiner Zeitinter-

valle zu verfolgen und ihn durch ein mathematisches
Gesetz auszudriicken.

Die Sterblichkeitsstatistik liefert uns fiir die ganz-
zahligen Alter jeweilen die Zahl der Uberlebenden,
und aus dieser Uberlebensordnung ergeben sich dann
die in der Praxis gebrduchlichen Werte der Lebens-
wahrscheinlichkeit und als komplementére Grosse zu
der letzteren die Sterbenswahrscheinlichkeit. Es lassen
sich dann mit Hiilfe geeigneter Reihenentwicklungen
die entsprechenden Zahlwerte auch fiir Zeitintervalle,
welche kleiner als ein Jahr sind, ermitteln, so dass
dadurch die Anzahl der Lebenden in einem beliebigen
Zeitpunkte fixiert ist.

Zu richtigen Ergebnissen gelangt man allerdings
nur dann, wenn das Gesetz, nach welchem das Ab-
sterben erfolgt, analytisch darstellbar ist, d. h. wenn
die Anzahl der Lebenden explicite als Funktion des
Alters berechnet werden kann. Wenn die analytische
Struktur des Sterblichkeitsgesetzes bekannt ist, so lassen
sich die verschiedenen Probleme der Lebensversiche-
rungsmathematik in ganz eindeutiger Weise losen; im
andern Falle hat man es immer mit Niéherungswerten
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zu tun, welche allerdings fiir die Praxis hinreichend
genaue Resultate ergeben.

Die Behandlung dieser Fragen ist eng vorkniipft
mit der Eulerschen Summenformel, welche von Wool-
house in die Theorie der Lebensversicherung einge-
fithrt worden ist. In der vorliegenden Arbeit wollen
wir versuchen, an Hand einer andern Reihenentwick-
lung einige einfache Barwerte von Versicherungs-
leistungen zu ermitteln, und zu zeigen, wie mit Hiilfe
der Intensititsfunktionen solche Probleme in einfacher
Weise gelost werden konnen. Dieselbe hat neben der
grossen Einfachheit den Vorteil, dass dic rechnerische
Ermittlung der in Frage kommenden Ausdriicke mit
jeder wiinschbaren Genauigkeit durchgefithrt werden
kann, und dass sie sich in ibersichtlicher Weise nach
den verschiedenen Annahmen iiber den Verlauf der
Sterblichkeit spezialisieren ldsst.

Es sind nun namentlich dic Intensitdtsfunktionen,
welche wesentlich zur Vertiefung solcher Probleme
beitragen. Die richtige Erfassung des Begriffes ,,Inten-
sitdt der Veréinderung einer Funktion“ ist nicht leicht,
und es bedarf dazu der konsequenten Auffassung des
unendlich Kleinen. Die Notwendigkeit, bei den mathe-
matischen Entwicklungen das Gebiet der hohern Ana-
lysis betreten zu miissen, ist aber kein Grund, den
Intensitédtsfunktionen nicht dasjenige Interesse entgegen-
zubringen, das sie in Wirklichkeit verdienen. Da wir
beziiglich der Absterbeordnung ein analytisches Gesetz
nicht als bekannt voraussetzen, so sind wir behufs
Auswertung der vorkommenden bestimmten Integrale
auf den Weg der mechanischen Quadratur gewiesen.

I. Kapitel.

z+1
Entwickiung von / f(y) dy in eine Reihe.

X

Wir betrachten vorerst cin unbestimmtes Integral

von der Form
/ F(y)dy

wobel wir voraussetzen, dass F(y) einc stetige dif-
ferenzierbare Funktion sei, welche fiir simtliche Argu-
mentenwerte eines Intervalles o —¢ endliche Funktions-
werte besitzt. Mit Hilfe sukzessiver partieller Inte-
gration gelangen wir zu folgender Reihe:

2
/ F(y)dy=yF ) — 5 F@

TN S L RS ey b
| | M

Setzen wir in dieser Reihe y =¢ und y =0, so
ergibt sich durch Subtraktion
2

t
/OF(y)dyth(t)— .

n t
N T L NN S / F'@)ydy. @)

Es sei nun
Fy)=rlat+t—y)
Fy=—fa+t—y)

u. 8. f.

dann wird .

/Of(w+t—y)dy= W)+ S (@)

¢
—l—%/l‘“(a—kt—y)y” ay. ®)

Machen wir die Substitution

_ at+t—y=y
s0 wird

a a+tt
—/ f(a+t~—?/)dy=/ 7y dy
a+-t a

und Gleichung (3) geht iiber in
a-Ht t2

Wy =t f@)~+5pf@+...

a

a+t

N A TR O VAN
Zu Gleichung (4) ist zu bemerken, dass sich aus
derselben sehr leicht die Taylorsche Reihe ableiten
lasst. Man braucht nur /(y) zu crsétzen durch f'(y)

und dementsprechend f(a) durch f'(a) ete.
Das Restglied ist
1 ot

t
=) ™y) (a+t—y)" dy.

Die in Gleichung (2) und (4) gegebenen Entwick-
lungen sind die Darstellung bestimmter Integrale, welche
nach der Methode der mechanischen Quadratur aus-
gewertet werden.

Dem Ausdrucke fiir das Restglied B soll noch
cine andere Form gegeben werden, welche fiir die
Abschétzung wesentliche Erleichterungen gewihrt. Es
ist ™ (y) eine stetige Funktion im Intervall o —¢.
Der Ausdruck (@ ¢—y)" variert im Intervall a bis
a -+t von " bis o, hat also konstantes Vorzeichen
Wir konnen demzufolge den Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung anwenden.

Bezeichnet £/ (7) einen Funktionswert, der zwi-
schen dem grossten und kleinsten Werte liegt, welchen
7™ (y) im betrachteten Intervall annimmt, so wird
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a+-t

f (n) (a+t—y)dy

oder
1 (n) (n)
= ¢ a4J1
o 0 =Gy e 5
dabei ist # <1 und ¢ die Linge des Intervalles.

Da wir die Reihenentwicklung (4) speziell fiir
Probleme der Lebensversicherungsmathematik verwen-
den wollen so wihlen wir, um mit der gebréduchlichen
Bezeichnungsweise in Ubereinstimmung zu bleiben, als
untere Grenze des Integrationsintervalles das Alter z
einer Gruppe gleichaltriger Lebenden.

Es wird dann

2+ 2
t ., n—
/f(y)dy:tf(w)+gf(w)+- - z,f‘ Ym+R
e ' (6)
Fiir jeden der Funktionswerte f(x), f'(z) ... seien
nun deren Intensitdtsfunktionen bestimmt. Dieselben
seien bezeichnet mit (v, 7, - .. Es ist bekanntlich,
wenn wir vom Vorzeichen absehen

_ @ __dLgf(z)
oY@ = f(x) dx
_ '@ __dLygf(x)
1w = () dx
Aus diesem System fol.gt nun
@)=V @
”(x) 0 (;c) 1V r (x)

Durch diese Substitution geht Gleichung (6) iiber in
x4t

f(y)dy == f(a:) {t+ 2| 0 (ac)

3
+ﬁ°”(w) 1”(z)+---}+R' )
Ist ¢ speziell =1, so folgt
z-+1
f(y) d.‘/—“f(x) {1+ 910 V(2
1
+ﬁo”(x)1”(x)+"'}+R' 8

Diese Reihe schreitet also fort nach den Produkten
der Intensititsfunktionen von f(¥), '(y) ... an der
untern Grenze des Integrationsintervalles. Da f(y) als
stetige und differenzierbare Funktion vorausgesetzt ist,
so ist diese Entwicklung vollstindig eindeutig. Je nach
der Natur der Funktion f(y) sind die Reihenentwick-
lungen (7) und (8) unendliche oder im Endlichen ab-
brechende. Ist z. B. f(y) eine rationale Funktion vom
Grade %, so verschwinden vom (k- 1)" Differential-

quotienten ab simtliche hohern Ableitungen und ,»
wird 0. Die Konvergenz der Reihe ist ebenfalls bedingt
durch die analytische Struktur von f(y), und es ldsst
sich nur in jedem speziellen Falle untersuchen, wie
weit die Entwicklung praktisch verwertbar ist.

In der Lebensversicherung hat man es meistens mit
Funktionen zu tun, deren algebraisches Gesetz nicht
bekannt ist. Die Zahl der Lebenden einer Sterbetafel
explicite als Funktion des Alters ausgedriickt ist fiir
die wenigsten der gebriauchlichen Sterbetafeln gegeben.
Man begniigt sich oft damit, die Anzahl der Lebenden
iiber einer bestimmten Altersstrecke durch eine ratio-
nale Funktion hoheren Grades auszudriicken, ohne dass
dadurch die ganze Sterbetafel einer bestimmten alge-
braischen Gesetzmissigkeit unterworfen wird. Wenn
wir aber unsere Reihenentwicklung auf solche Funk-
tionen anwenden wollen, so sind wir genétigt, mit
Hiilfe eines Néherungsverfahrens zu den Differential-
quotienten und deren Intensititsfunktionen zu gelangen.

II. Kapitel.

Berechnung der Differentialquotienten
erster und hoherer Ordnung.

Die im folgenden entwickelte Methode deckt sich
im wesentlichen mit der im Text-Book, Kap. XXIII,
Art. 38—39, gegebenen.

Aus dem Differenzenschema moge die gewihlte
Bezeichnungsweise entnommen werden.

fe—2) |
a5
2 .
flz—1) 4™, .
A7y a™y
2 2
f(x) I Ag] IIr A({V
a7 4™
+—2— . +?
fle4-1) ) 47 .
4% 5
2
f(x+2)

Bekanntlich ist nun

fa+9—rf@+(]) 4 i+ (5) 4

Ha s o



Aus obigem Schema folgt

A_I'—1 _——‘AII + AIIIl

A:I-I_— AIIII +AIV —_ AIII +AIV+ AV
2

IV 14 VI vir
A4, =4, +24+%+40 +//%

Somit

oty =@+ (§) 47 s+ () {47+ 47}

ATy

=@+ (1) 4, 1 +(5) 4
{<é>+() P {(>_|_ i}dzv...
Fa+9 =16+ (1) 4, ()A§’+(“gl) At
(ng) . (10)
Ferner ist
Ai%= 4’_%4- 47
AT = 4" 4 4T
Folglich
Fe0=r@+(f) 4 +{(0)+(2)] 4
+<t—§-1)dfzi+{(t—jg)-l>+(t-i-l J:V
retn=r@+(1) 4+ (T 4
+(t+1) JIII +<t—i—2 do (1)

Das arithmetische Mittel aus (10) und (11) liefert
die Form

fE+)—F@++
+3 {5+ (1) o+2(“§1)

L )

Setzen wir zur Abkiirzung

1 I I I
_ A =
Pty =

462

so erhalten wir nach Entwicklung der Koeffizienten:

[t = (@) +t 8 4 oy a4 O gt

1-2-3
t(i2—1%) (12—2%)
1-2.-3-4-5 %+

t?(t?-l)
1-2-3-

o + (12)
Von dieser Reihe ausgehend gelangen wir nun
leicht zu einem Werte fiir den ersten Differential-
quotienten. Derselbe ist ndmlich gegeben durch:
Lim f(x—|—t)—f($) =f'(x)
t=0 ‘
- a’——a’”+—a" (18)

Fiir die praktische Rechnung mag es geniigen, die

Reihe bei dem Gliede §T 6HI abzubrechen.
Somit wird angenihert
[@) = 8 — 5 8 (14)

Sind nun, wie wir voraussetzen, die Funktions-
werte von f(z) in &4quidistanten Punkten des Argu-

mentes bekannt, so lassen sich die 6“: und 65” leicht
ausdriicken. Es wird ni#mlich

= 5 {Fe—1)—F@-+1)

o — f(x_|_1)—f(x—l)+—;— {fz—2)—f(z+2)}

und daraus
f,(x)___s{f(w—1>—f(x+1)}1;—{f(w—2)——f(x+2)}
(19)
ferner folgt r(x)
oo T (@)
8lre—)— @)l —{re—)—r@+2)} 4
127 (@)

Identifizieren wir f(xz) mit den Lebenden einer
Sterbetafel, so gibt uns Gleichung (16) den angeniherten
Wert der Sterbeintensitit fiir einen xjihrigen?).

Die Form, wie sie in Gleichung (16) gegeben ist, kann
Anfang und am Ende des Intervalles nicht angewendet am
werden, weil sie die Kenntnis symmetrischer Funktions-

) Text-Book Kap. II, Gleichung (21).
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werte voraussetzt. Es ldsst sich aber, unter Anwendung
der weniger konvergenten Entwicklung (10) auch diese
Schwierigkeit beseitigen.

Die Ermittlung der Differentialquotienten hoherer
Ordnung geschieht am besten so, dass man die durch
Gleichung (15) dargestellte Operation successive auf
die Reihen der f'(z), f”(z) ... anwendet.

Wir geben in der folgenden Tabelle die Werte
von f(z), f'(x), " (x) sowie der zugehtrigen Intensi-
titsfunktionen unter der Annahme, dass f(x) die An-
zahl der Lebenden nach der Sterbetafel EF bedeute.
Die Werte fiir die Sterbeintensitit Ky die gemiss
dem Gompertz-Makehamschen Gesetze berechnet sind,
geben uns in ihrer Vergleichung mit den ,» _, einen

0 " (x)

Masstab fiir die Verwendbarkeit der Gleichung (16).

e

f@ | '@ | '@ | @) | e | g | @

f@ | '@ u, | f@

1075 1072 [ 1073, | 1075,
771681 |- 5103.00|+ 41.89] 6.c12¢| 8.2080| 6.6128 5.4284
745 508 |- 5 396.s2+ 78.71| T.o3s6| 14usss6| 7,2301,  10.5570
717 338 |- 5 916.75|+133.62] 8.2482| 22.5831| 8B.2483] 18.6272
685784 |- 6 771.83|+213.49| 9746 Bl.s262| 9.6743) 3L.130s
648 823 |- 8 106.67|+326.00| 12.4941] 40.3248| 12.4045| 50.3835
603 634 |-10 090.67|+472.24| 16.7165| 46.5007| 16.7164] 78.2328
546 604 |-12 856.00|+632.38] 23.5198| 49.1805| 28.5104| 115.0025
473 851 |-16 339.00+743.06] 34.4813| 45.4777 | 34.4814| 156.8193
382919 |-19 967.83|+842.78] 52.1164| 42.2069 | 52.1450] 220.0040
166 162 [-21 013.75{4853.74| 126.4654] 40.6277 | 126.4689| 513.7008

III. Kapitel.
1. Die Intensitdt der Verzinsung.

Ein Kapital 1 werde zu einem Zinsfusse 7 an Zins
gelegt. Dasselbe wichst in der Zeit ¢ an auf

A4 =@
Die Intensitit der Zunahme des Kapitals bei kon-
tinuierlicher Verzinsung ist dargestellt durch

r@ -
G =Te(+ =2 )
Die Intensitit der Verzinsung ist somit konstant
fiir jeden effektiven Zinsfuss .
Es sei nun ¢ (x4 t) der Wert eines Kapitales im
Zeitpunkt (z+t), dann ist der Zinsertrag fiir das Zeit-
intervall 0 — 1 dargestellt durch

fl (p(lE—*—t) 6z+t dt

0

und bezogen auf das Kapital 1

/1 ¢ (1) 6, dt
@ ()

Dieser Ausdruck ist nichts anderes als der Wert
des effektiven Zinsfusses 7. Zu (leichung (2) wollen
wir noch bemerken, dass J,, als konstant anzusechen
ist. Wir wollen aber obige Form bestehen lassen, weil
sie in Ubereinstimmung steht mit gewissen Ausdriicken,
welche in der Lebensversicherungsmathematik eine
grosse Rolle spielen. Identifizieren wir ndmlich ¢ (241
mit der Anzahl der Lebenden des Alters ¢, 054+ mit
der Sterbeintensitdt, so gibt uns Gleichung (2) die
Abnahme der Gesamtheit der Lebenden infolge der
Sterblichkeit in der Altersstrecke z bis (x—-1), be-
zogen auf einen Lebenden, oder mit andern Worten,
die Sterbenswahrscheinlichkeit des xjihrigen.

@)

Setzen wir in Gleichung (2)
g+t =149
p@)=1
so erhalten wir zwischen den Grenzen O und 1

/(I—I—z')t 8, dt = a/(1+ i)’ dt.

Dies muss gleich dem effektiven Zinsfusse 7 sein.
Das Integral konnen wir geschlossen auswerten. Wenn
wir aber die durch Gleichung (8), Kap. I, gegebene
Formel anwenden, so gelangen wir, unter Beriick-
sichtigung, dass

0’0 1’0 = - %0 = Y

zu folgender Reihe
1 2
5/(1+z‘)‘ dt:é{1+%+%+ ... in inf.} =éd—1
A LEEY

@ = = 1 -+ 7).
Somit

6/21—}4’)‘ dt=1i q.e.d 3)

Das Kapital 1 am Anfang des Jahres ist bis ans
Ende des Jahres angewachsen auf

1 .
/(1—|—i)t dt = 2 (1)
o 0
und folglich ist der Zinsertrag bei kontinuierlicher Ver-
zinsung i
=)
é

Wir wollen noch den Fall betrachten, dass der
Zins m Mal im Jahre entrichtet, aber nicht kapitalisiert
werde.
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Der Zinsertrag in einem Zeitabschnitt % ist dar-

gestellt durch
1

/ P (2 41) Oy di
0

und fiir die Zeit eines Jahres somit
1

M/%Q(m—{—t) 6,,.,.: dt.
0

Der Ausdruck
1

m /o% (@ 1) Soye di ()
®(z)

gibt uns den sogenannten nominellen Zinsfuss, welcher
also der m maligen Verzinsung im Laufe eines Jahres
entspricht.
Die gebréduchliche Bezeichnung dafiir ist 7
der Grenze, d. h. fiir m = oo wird
Lim ;™ = ¢
m=o0
Wenn @(z) die Anzahl der Lebenden, ..., die
Sterbeintensitit bedeutet, so gibt uns

"™ In

1

JRCED
@ (x)

die Wahrscheinlichkeit fiir einen xjéhrigen, im Zeit-

abschnit 0 — ?—;— zu sterben, oder die Sterblichkeitsrate

fiir die Altersstrecke 0—%.

Setzen wir wiederum @ (x+¢) = (14 iy, so wird

1
W 1, 8 (1Y .
m/ (1+9) 6 dt =mé —171—4-? m <+ ... ininf.

0

—m {e%‘ls —_ 1} = m {(l—l— z)%—«lil
somit ‘ . '
— m{(l—{—i)7‘7—1} 6)
woraus
+(m)
atir=14

und (m)

1= (1 -+ ) —1. D

Die Gleichungen (6) und (7) geben uns den be-
kannten Zusammenhang zwischen dem effektiven und
nominellen Zinsfuss.

2. Zeitrenten.

Der Barwert der kontinuierlich wihrend % Jahren
zahlbaren Zeitrente 1 ist dargestellt durch

n—1

___Z f o+ ®)

wobei v = 1
=117
Wie man sich leicht iiberzeugen kann, werden die
Intensititsfunktionen von v*t* und den Ableitungen
konstant, ndmlich Lg v.
Legt man wiederum Gleichung (8) in Kap. I zu-
grunde, 86 folgt
(n=1)
= D {1+2' Lygv4 o 3' (Lg v+ ... ininf.}
2=0

Die Klammer unter den Summenzeichen ist aber

e —1  1—v
Lgv — ¢
weil bekanntlich Lg v = — ¢, somit wird
n—1
— 1—v» i 1—v
B = )0 =5y am
=0

Dabei ist @ = v+ v* 4 ... 0" der Barwert der jihr-
lich nachschussweise zahlbaren Zeitrente 1.
Da

1—v L
dv 0
80 wird schliesslich
_ 3
a,;—, =5 ? a,Tl (9)

Lassen wir in der letzten Gleichung % =—oc werden,
so gelangen wir zum Barwert der ewigen (perpetuellen)
kontinuierlichen Zeitrente.

Da 1

Qoo = —

7

80 wird .

Ist die Zeitrente mmal jéhrlich zahlbar, je im

Betrage von ;ib—, so wird ihr Barwert

m 11X 2 m
“fﬂ) = E{v”‘—]— v v"‘}ZJ'u2
A=0

Der Ausdruck vor dem Summenzeichen ist aber
unter Beriicksichtigung von Gleichung (6)
¢ z
v =v- -(m)

1
m{(1 4iym —1}
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folglich
. m-l .
my 2 412
% = Tm Z L e ] (11
J = J
fiir 7 = oo wird
o™ 1
o ) (12)

IV. Kapitel.

Die Sterbeintensitit und ihre
Anwendungen.

1. Die Sterbeintensitit und ihre Abhingig-
keit von den verschiedenen Annahmen iiber
den Verlauf der Sterblichkeit innerhalb
eines Jahres.

Es sei I, die Anzahl der Lebenden vom Alter x.
Die Sterbeintensitit wird dann bekanntlich definiert
durch den Ausdruck

. 1 di,
Be="7% dx

Wenn [, als analytische Funktion des Alters x
bekannt ist, so wird die Ermittlung von pu, keine
weiteren Schwierigkeiten bieten. Ist aber das Sterblich-
keitsgesetz, auf welchem die Tafel aufgebaut ist, nicht
bekannt, so sind wir zur Bestimmung von u, auf ein
Naherungsverfahren angewiesen. Die Gleichung (16)
des Kap. II ist die gebrauchlichste Form, welche zur
numerischen Berechnung der Sterbeintensitéit dient. Die
Daten einer Sterbetafel gestatten uns aber die Bestim-
mung der u, nur fiir ganze Altersjahre, so dass man
oft genotigt ist, iiber den Verlauf innerhalb von Zeit-
abschnitten kleiner als ein Jahr gewisse Voraus-
setzungen zu machen.

@) Nehmen wir vorerst an, dass man u, wihrend
der Dauer eines Jahres als konstant ansehen konne.
Die Zahl der Lebenden in einem beliebigen Zeitpunkte
innerhalb eines Jahres ergibt sich dann durch Losung
der Differentialgleichung

o 1 dlpye
okt = —7 = g1

Dabei ist pzy¢ = u konstant.
Integrieren wir iiber das Intervall 0 —¢, so folgt
loye = lpe *=t, (1)
Der Verlauf der Lebenden ist also durch ecine

Exponentialkurve dargestellt.
0) pzye verlaufe innerhalb eines Jahres linear, so

dass also
Mt = pz —1t (fo— Pat1) = pa—b S plg.

Es wird dann die Anzahl der Lebenden im Zeit-
punkte x-¢ gegeben durch

t2
— ettt

(o)) =1y - e 2
Aus (1) und (2) folgt
t!
(logs) = e? Ao Lot 3

Diese letzte Gleichung gibt uns ein Mass fiir die
Abweichung, wenn wir die eine oder die andere Voraus-
setzung iber den Verlauf der Sterbeintensitit machen.

¢) Untersuchen wir zum Schlusse noch die in der
Praxis gebriuchliche Annahme, dass die Sterbefille
sich gleichmissig iiber das Jahr verteilen. In diesem
Falle ist die Anderung der Anzahl der Lebenden in
der Zeitstrecke d, dargestellt durch )

— Al = (lo —lpg1) dx
woraus

L.
p=1— g, @

Es wird also die Sterbeintensitét gleich der Sterbens-
wahrscheinlichkeit. Wenn man aber die zahlenmassige
Vergleiehung zwischen u und g, macht, so zeigt sich,
dass diese Ubereinstimmung eine sehr rohe ist, und.
daraus konnen wir riickwirts schliessen, wie wenig die
Annahme des gleichmissigen Absterbens innerhalb
eines Jahres gerechtfertigt ist. Wenn wir diesc letztere
Voraussetzung machen, so heisst das nichts anderes,
als dass man das Absterben einer gleichaltrigen Gruppe
von Lebenden wihrend eines Jahres der Moivreschen
Hypothese unterwirft.

2. Die mittlere Lebensdauer.

Die strenge Form derselben ist

o 1 °°/‘
em:— l+;,+tdt
N

l=a20

®)

Das Integral unter dem Summenzeichen ist der
Ausdruck fiir die Zeit, welche von I, am Anfange
des Jahres vorhandenen Lebenden im folgenden Jahre
durchlebt wird.

Nach den Ausfithrungen des I. Kapitels ist aber

1
, 1, |
Alx+z+tdt= x+l‘|“§?l:c+l+'ﬁl PET I

Nun besteht die Relation

Upgs = — lags ploys
Setzen wir
l”:c+l = lbgy2 Uzta
so folgt
Alyps poyr

l/ ,I_l,_;' _ 1
- dac-l—i.

l:c—l—)

Uptr — 7 "
T
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Da die Kurve der Lebenden im allgemeinen zwei
Wendepunkte aufweist, so hat {";;; im Verlaufe der
Sterbetafel nicht iiberall gleiches Vorzeichen. Eine
Summation iiber einen Ausdruck, welcher u,; enthilt,
wird also positiv oder negativ einzufiihren sein, je nach
dem Alter, von dem ab der Summationsindex lduft.
Wir setzen deshalb vor jeden Ausdruck, der w,4; ent-
hilt, den Buchstaben e, wobei &, = -1 oder —1 ist,
je nach dem Werte von .

Ferner ist
1 d potr Alpys
L § Wl c.u x. 242\
et Lot { Sk ops Tt Az S
— Id M1 2
d;c_*_;_ z4af

Als Intensititsfunktion zweiter Ordnung?) fiir die
Sterblichkeit werde bezeichnet:

1 d Mati ,u
,u:c—l—i Az ‘”'H
Es wird somit
. I II
Uon = Mg M)~ My ysf

und folglich

1
1 1
/ Lot At = lops {1 — gy Mati + 37 et ua:—i—}.}
A ! !

g4, kann auch folgendermassen geschrieben werden

l :c-H
l A

T llwi .

z+2
Dies ist aber nichts anderes als das Produkt der
Intensitétsfunktionen der urspriinglichen Funktion I,
und ihres ersten Differentialquotienten.

Wir wollen die Reihe ihrer starken Konvergenz
wegen mit dem dritten Gliede abbrechen; denn aus
der Tabelle ist ersichtlich, dass die folgenden Glieder
keinen grossen Einfluss mehr ausiiben.

Es wird also schliesslich

Ea:Z laz—l—) ua:—l—)

o 1%
eW:EZlm-H{ 9 ,u:c+i}
=0

Begniigen wir uns mit einer weniger starken An-
niherung, so konnen wir setzen

s =T Z l:c+l{ 5 ,ua:+/1} )

Aus Gleichung (7) folgt

o 1
la: e:c_lz+l g1 = la:_—2— l:n‘u’w
woraus 1
e, =(1— 3 1) 4280 )

1y Prof. Dr. Chr. Moser: Die Intensitdt der Sterblichkeit und
die Intensitdtsfunktionen. Heft 1 der Mitteilungen der Vereinigung
schweizerischer Versicherungsmathematiker.

Diese Rekursionsformel gestattet uns die Berech-
nung der vollstindigen mittleren Lebensdauer aus den
Reihen der p, und u .

Setzen wir in Gleichung (6) u, = g,, d. h. legen
wir ein gleichmissiges Absterben zugrunde, so wird

Uppr = 0
und da
E{) lx+i L l
80 wird
o 1 - » '
7— Z w1 — )]
oder o:
L
x 9 +l Zl:c+l+l"—'§+ Z:_l (10)
0
wobei

Eo lerir=lep1+lopo+ ... = Loy

Auf dhnlichem Wege kann man zu der Anzahl
von Jahren gelangen, welche 7, Personen durchschnitt-
lich in den néchsten » Jahren durchleben.

Dieser Wert ist dargestellt durch

1 n—1 1
In ew = 7; Z /l:c+l+t dt
=00

oder 1 l 1 n—1 :
In gx = "l; 1Lz - La:—|—n - ﬁ Z lz+l Mz
=0
n—1
1
- y €z Z la:—l-l Uz4-2 (1 1)
;.=0 N

Man wird oft vor die Frage gestellt, namentlich
bei der Behandlung der vollstindigen Renten, dic Zeit
zu ermitteln, welche die in einem gewissen Zeitintervall
Grestorbenen durchschnittlich innerhalb demselben noch
durchlebt haben.

Nehmen wir als Zeitabschnitt » Jahre.

Die von den Gestorbenen des ersten Jahres durch-
lebte Zeit ist

1
_/ t l;,;.|_t Mzt dt
[1]

Fiir die im zweiten Jahre Gestorbenen ergibt sich als
durchlebte Zeit

1
(ot —Tegs) + [ tlogrpe pogrps df
S

u's. f.

Fiir das n'e Jahr folgt

1
(n—1) (l:c-f-n—l- l:c+n) + / t l:c+n—1+t Mz4n—1+t dt.
0
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Es wird also von den innerhalb » Jahren Ge-
storbenen eine Zeit durchlebt von

n—1

(lz - lz+n) (ln 8:w:) = Z y! (l:c-i—i. - l:c+).-|—l)
A=l
n—1
+ Z f b lotite Patate db.
=0 0

Es ist aber

Z AQepr—logiqrr) = Lopyy— Lopyn—(n—1) lpyp
~ _

n—1

Z— lopipr1+ / lotiqe dt

n—1
f b lotate Botrge A =

z_o 0
= —Lix41 + Lx+n+l + Iz In ea:;
folglich
(In 3:0) = b LA lm+n (12)
la: - lz+n

Der Zihler ist offenbar die von sdmtlichen zu Be-
ginn des Intervalles vorhandenen 7, Lebenden im Zeit-
raum von # Jahren durchlebte Zeit, vermindert um
die von den Iy, Uberlebenden durchlebte Zeit. Das
durchschnittliche Alter beim Tode innerhalb der nichsten
n Jahre ist somit

z (|, &)

Wir haben in diesem Abschnitt die Fragen, welche
an die mittlere Lebensdauer ankniipfen, behandelt,
ohne irgendwelche Voraussetzungen iiber den Verlauf
des Absterbens zu machen.

Fiir den Spezialfall, dass sich die Sterbefille gleich-
méssig iiber das Jahr verteilen, ist in den gefundenen
Ausdriicken iiberall

Ug42 =— 0

und Ui = )

zu setzen.

3. Die Sterbenswahrscheinlichkeit als
Funktion der Sterbeintensitit.

Die Anzahl der von [/, Personen im Laufe des
folgenden Jahres Gestorbenen ist

1
d:c o / l:c—i—t Mzt dt.
0

Es kann somit die Sterbenswahrscheinlichkeit g
dargestellt werden durch

1
/ lott Pate di

0
=",

Es ist aber

! 1 dl,p
/lx+t,llx+tdt—lx/lx+2' d +...
0 'z

1
= lz{,uz— 76; uz}'

Daraus folgt

1 1
9, = P G5 ExlUs =/‘:c_?5x(!‘i"“/‘x 1)

oder

7= uz{1~—iex (pz — ”)} (13)

(Uber den Zusammenhang zwischen q, und u,
sieche auch C. Landré, Mathematisch-technisches Kapitel
zur Lebensversicherung, Abschnitt 41.)

4. Kapitalversicherungen auf den Todesfall.

a) Barwert der Kapitalversicherung 1, zahlbar am Ende
des Jahres, in welchem der Versicherte stirbt.

Der Barwert der Kapitalversicherung 1, zahlbar
am Ende des Sterbejahres, ist darstellbar durch

1~ !
A, = ' E A / ottt Motats AL
T
1=0 0

Durch die Substitution
1 dlagrge
lojrqye  dt

(14)

Maprpt = —
kann der obige Ausdruck umgeformt werden in

1% 1~
4, = E Z'DH-I {la:—l-}.— l:c+l+1} = —l; Z”H_l da:+7.-~
=0 (10)

Nach frilherem konnen wir aber auch mit grosser
Anniherung setzen

i=0

1 dl ™
/ Lot Patite A = logs oy + 5+ 21 —IZ'I—J’H
0 T

1
== lg41 Uzpar — 9 Ext-a la:+). WUz1

folglich wird

=

=0
1 o0
=1 ZJ lots sy

b) Barwert der Todesfallversicherung 1, zahlbar am Ende
des Sterbeabschnittes %

1
boyr phayr — o7 & U, (16)

Dabei ist

Wir denken uns das Jahr in m gleiche Zeit-

abschnitte von der Lénge % eingeteilt.
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Der Barwert der Sterbesummen fiir die im ersten

Intervall Gestorbenen ist
1

1 1 1 J (._)2
m [ ™ m 1 m }
U412,

v / lotitt Patrpe At =0" lyy, l-ﬁ Hatr— —
0

fiir den zweiten Zeitabschnitt finden wir

P 2 2 L
o™ / Lokt pofage At = o™ { / " / "
* % V0 v0
22 1\2
o GG

Sl lx+1 lTn— M) — 9 Uz -2 [

u s. f.

Analog gestalten sich die Uberlegungen fiir jedes
folgende Intervall, so dass, wenn wir vorerst nur das
erste Jahr beriicksichtigen, der gesuchte Barwert fol-
gende Form annimmt

m k m k
1 = 2k—1 =
Lot ,uxHZ;;v — Lo Uzt “omE Y )
k=1 k=1
m 1 k
Die Summe Zﬁvm gibt, wie man sich leicht

k=1
iiberzeugen kann, %, wobei ;™ den in Gleichung (6),

Kapitel III, ermittelten Wert bedeutet. Gleichung (17)
geht dann iiber in

;;n{ l‘”+)\ M2 + 2];1’& v lf'—"f')» 1“'17+7k}
1 x
— 5 bk Yot Z ko™
K=1
Es ist ferner

m k

1 m ,7(7") v
mzk ((m))2(1+ )——-J(T)

Summieren wir von 4 = 0 bis oo, unter Beriick-
sichtigung der Diskontierung und unter Zuhiilfenahme
von Gleichung (16), so wird

m 1 m—1 1|
4, — jm As +](m) { + 2m Fm [ &z U(JiB)
Es ist aber
1

folglich konnen wir auch setzen

m ) A
A( )= J(Wr) 4, +J(m) {a"” (m)+ 2m }8:'3 U, (19)

Wenn wir ein gleichméssiges Absterben innerhalb
eines Jahres voraussetzen, so wird

U, =0,
weil dann lyy) pz4) als konstant anzusehen ist.
Unter dieser Annahme wiirde dann
A
J(m)
(Text-Book Kap. IX, Gl. 10.)

A(m)

A,. (20)

c) Barwert der Todesfallversicherung 1, zahlbar im
Momente des Todes.

Der allgemeine Ausdruck fiir den gesuchten Bar-
wert ist offenbar

4, =+ Z/ Mt e dl. (21)
A=00
Durch die Substitution ly4¢ paqt = — dloqy wird
obiger Summenausdruck iibergefiihrt in
ly Zz = Z’Ul {l:c-{»-l — l:c—l—l+1}
A=0
ad 1
+ Lg ’UZ /’Ul+t l:c+l+t dt.
A=0 0
Die erste Summe ist
lz {a:v._ax} =
die zweite
Lgv lya, = —dlya,
und somit _
A, = 1—0a,. (22)

Wenn wir in den Gleichungen (18) und (19) des
vorigen Abschnittes m = oo setzen, so gelangen wir
zu einem angendherten Werte von A..

Da
Lim j0m = §
so wird B
- it 1 1}
oder

- i i |
4, = 3Am—l——é—{a‘w—l—7—%} ez Uz (24)

Unter der Voraussetzung, dass die Sterbefille sich
gleichméssig iiber das Jahr verteilen, wird U, = 0
und folglich

(25)
Fiir den Barwert von A, wollen wir noch eine

Reihe herleiten, welche ihrer Einfachheit wegen einiges
Interesse bietet.
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Betrachten wir vorerst das Integral
1 1
/ v owdt = f Fedt.
0 0

Wie man sich leicht iiberzeugen kann, wird
Fo) = g
Fo) = @'t — 0 pro)
Flo=9¢"0—20¢'0+ 8¢

Das Bildungsgesetz fiir die Differentialquotienten
an der untern Grenze des Intervalles ist leicht er-
sichtlich. .

Nun haben wir gefunden, dass

1
1 , 1 .
/F(t)dt:F{o)—i—ﬁF(o)—'--ﬂF (0) o«
[}

Unter Beriicksichtigung des vorhergehenden Glei-
chungssystems wird dann

/1 1 J 6
vt¢(t)dt=/F(t)dt=q)o 1———[————...}
y / " 2r " 31

Der Koeffizient von ¢ ) kann gesetzt werden

1—e™ v
6 0
Zur Ermittlung der zweiten Summe setzen wir die
Reihe an
s & &

R:ﬁ_ﬂ_l'ﬂ"'

Es ist dann offenbar der Koeffizient von ¢’y dar-

gestellt durch 4k

ao
Nun ist
p_ ¢ =140
- 0
woraus folgt
4R _iv v
ds s 0
Identifizieren wir nun @) mit l; Kz, @) mit
ﬂ-lgﬂ = — Iy 1y, 80 wird
X
i SR 1 1
xzs- Z?) lz+lﬂz+1——3—8z Ux +-6—6x Uz
A=0

Unter Verwendung von Gleichung (16) ergibt sich

schliesslich
— 7 711 1 1
m=3@+ﬂ7+5—ﬂ%m

Diese Form ist mit Gleichung (23) identisch.

5. Barwert der lebenslinglich zahlbaren
Leibrente 1.

a) Barwert der jahrlich zahlbaren Leibrente 1.

Von I, zu Anfang des Jahres vorhandenen Per-
sonen leben am Ende des Jahres noch

1
l:c — / lz—l—t Uzt dat.
0

Der Barwert der an sie auszurichtenden Renten
ist offenbar

v {la: - (‘)/ 1l:c+t M-t dt}

Fithren wir diesen Gedankengang fiir sédmtliche
folgenden Jahre durch, so kann der gesuchte Barwert
in folgender Form geschrieben werden

lpaz={vls+ 02l + ...}

hiaid 1
R Z ’Ul+1/lz_|_1+t M)+t dt.
A=0 0

Die hier auftretende Summe ist aber nichts anderes
als 1 A..
Ferner ist

v+l + ... =v(az+1).
Es wird somit

az =v(ag+1)— 4,

(26)

woraus
—Aa:
g = ”l_ : @7)
oder '
4y — #})ﬁz. (28)

b) Barwert der Leibrente 1, zahlbar in s Raten.

Die Anzahl der Lebenden im Alter x—l—% ist
ausgedriickt durch

1
la: — _/ " la:+t M-t dt,
0

somit der Barwert der an sie auszurichtenden Renten-
raten

1

—
m

1 1
" {la: —/m lott Patt dt}‘
0

60
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Fiir den zweiten Zeitabschnitt finden wir analog

L2 2
m o™ {la: _[m la:+t Mzt dt}

Fiir das erste Jahr ergibt sich somit ein Bar-
wert von

Z——v —Z——v [lx+tyx+tdt

Nun ist aber

Ferner wird

k\2
k (ﬁ) d Ly g
w ettt T T

x
ﬁ logt ot dt =
0

folglich der zweite Summenausdruck

e 3y g e 31 (Y

k=1 k=1

Die nur vom Abzinsungsfaktor v abhéingigen Sum-
men lassen sich ermitteln zu

m k
k P ) J(m) v
= g S = e

e Gz
1\ /k\ 1
T2 W=
k=1
tv gm 1 v
e R

Wenn wir nun die Summation iiber simtliche
Altersjahre durchfithren und die Gleichungen (18),
(27) und (28) beriicksichtigen, so kann nach geeigneter
Anordnung gesetzt werden:

m l
a,g")_ (m)v(a-’b"'{"l) (m) (1+j )A;)—l‘jAm

Dieser Ausdruck kann aber auch geschrieben
werden zu

1 1 1

(m) ___ (m)
£ = o — o+ ) 44
Es ist dabei 4™ nach Gleichung (18) berechnet.

Diese Form fiir ol stimmt iiberein mit derjenigen,
welche sich unter der Voraussetzung gleichméssigen
Absterbens ergibt (Text-Book, Kap. IX, Gl. 11), nur
ist zu berticksichtigen, dass die zugehorigen Werte von

A nicht als identisch anzusehen sind. Gleichung (29)
ist streng.

(29)

Stiitzen wir uns auf die Hypothese der gleich-
missigen Verteilung der Sterbefille iiber das Jahr, so
wird, da nach Gleichung (20)

¢

A:(zm) = W 4 )
1 1 1
(m) __ 1 .
Zu den gefundenen Gleichungen fiir a{” wollen

1
wir noch bemerken, dass %—}-% den Barwert der

. .. 1 .
ewig vorschussweise in Raten von o zahlbaren Zeit-

rente 1 bedeutet.

c¢) Barwert der kontinuierlich zahlbaren Leibrente 1.

Der Barwert der kontinuierlich zahlbaren Leib-
rente 1 ist gegeben durch

=3 [

A=00

G2y

Setzen wir in Gleichung (29) des vorigen Ab-
schnittes m = oo, 80 wird, da

Lim jm = ¢,
_ 1 -
=5 (1—4) (82)
woraus auch folgt
Ay =1—0a, (33)

Diese letzten Gleichungen stellen uns den mathe-
matisch genauen Zusammenhang zwischen A, und @,
dar (Text-Book, Kap. X, Art. 16).

Setzen wir gleichmissiges Absterben voraus, so
wird nach fritherem

und folglich
_ 1 1 .
g == & = e A, (34)

Fiir das Integral

[ot loyeat

0

konnen wir eine Reihenentwicklung herleiten, welche
uns gestattet, den Barwert @, auf anderem Wege zu
ermitteln.

Substituiert man

¢ 2 di,
lx_;.tzlz_/lw+t/‘w+tdt=lw—tl”'”""_f dlux”
0 ) z
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so wird

/lvt lype db = lzflvtdt—lx/ux/ltv‘ dt
0

0 0

1
+@%%/ﬂww
0

Die hier auftretenden Integrale lassen sich leicht

auswerten. Es ist ndmlich
" .
/ vt dt = v
0 . 6
1 v v
tvtdt = — — + —
/ 5+

1 v 2 v iv]
2 oyt JR— _ - ) R
u. s. f.

Nach durchgefiihrter Summation iiber alle Alters-
jahre erhilt man fiir @, den angeniherten Wert

_ 1 ) 172 ¢ =
Bo= g et 5 (14| Ve (9)

6. Die vollstindigen Renten.

a) Die pro rata der im Todesjahre durchlebten Zeit zahlbare
Schlussrente sei am Ende desselben zahlbar.

Da bei den vollstdndigen Renten fiir die im Sterbe-
jahre durchlebte Zeit noch eine Rate gewidhrt wird,
so ist offenbar fiir das erste Jahr der Barwert der
fallig werdenden Renten

1 1
v{zw + [ty ot dt} — v [Ty dt.
0 0

1
/ lote dt gibt uns die Zeit, ‘welche von 7, am

0
Anfang des Jahres vorhandenen Lebenden im folgenden
Jahre durchlebt wird, und der gesuchte Rentenbarwert
ist offenbar proportional dieser Zeit.

Es wird somit

> 1
lo & = Z P / Losatsdt.
Ai=0 0

Setzen wir

(36)

L 1
/lx+l+t dt = Loy — 5y lotn Harn
) !

1
— 31 l:v+7\ Uzt 5

so folgt
L8 1 5
2 e = Uy (g +1)v— —?le,,.— 15 & le Uy
oder
o 1 5
az = az+ ?Ax—ﬁ&c U.. (37

Im Falle gleichmissigen Ablebens wird das letzte
Glied 0 und somit

b) Die Schiussrente sei zahlbar im Momente des Todes.

Die im vorigen Abschnitt gemachte Annahme, dass
die fiir die Grestorbenen noch auszurichtenden Renten-
raten am Ende des Jahres zahlbar seien, ist in der
Praxis nicht gebriuchlich, und wir wollen deshalb
noch den Fall untersuchen, wenn die Raten im Zeit-
punkte des Todes zahlbar sind.

Der Barwert der im ersten Jahre fillig werdenden
Renten ist

1
v lm—f—l —-|— /t vt l:c-l—t Mztt dt
0
1 1
= [0t loyedt—0 [ 10t Loy dt.
0 0

Der Ausdruck fiir &, setzt sich in diesem Falle
aus zwei Rentenbarwerten zusammen, némlich aus dem
Barwerte fiir eine kontinuierlich zahlbare Leibrente
und demjenigen fiir eine steigende kontinuierliche Rente,
letztere multipliziert mit dem negativen Betrage der
Verzinsungsintensitit. Die zweite Rente hat die Eigen-
schaft, dass sie zu Anfang eines jeden Jahres mit O
beginnt und dann proportional der Zeit wéchst.

Allgemein ist

oo 1
la; (%z - l:c Ay + Z/ t ’Ul-l_t la:+1+t Mg a4+t dt.

1=00

Zur Berechnung des Integrals schlagen wir fol-
genden Weg ein:
Es ist

1
/ t ot lofrtt Mairtt Bt
0
1 1
= f @ (E VM) logrto Matate
0

1 1
+5 / P Lt tapare di.
0
Das erste Integral kann gesetzt werden

1 al
_jofd(tv”‘) {l:c+l Pt +t—x%§ﬂ - }

1 ! 1 dloyy patar 2
Loy g, [ (f0t)— - TR Hed [ g
3ot o, [0~ 5 ZELLER [ a )

A o) pata }
A

(i)

L
= — 3{”lm+x N

4 Loy patr

v
+ ) dz-l—l
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Summieren wir iiber simtliche Altersjahre, so wird
unser erstes Integral

1 1 1 )

Im fernern ist nach durchgefiihrter Summation

1% /! 1 —
—6_2 / M gt popp e dE = 5 dales

=00
somit wird schliesslich
o 1~ 1 1 0
o= o e A 4 (s + 5 — ) e
0 20 ' 0 0
(39)
Unter der Annahme einer gleichférmigen Ver-
teilung der Sterbefille wird

o 1 vl
o= 0z+ — {4, — A} (40)
oder, da dann
— )
Aa; = 3 .A.x,
a,:_~a,x—|—z;6 A, (41)
Substituiert man in (40)
Ay =1—da,,
so wird auch
o 1
ly = - (1—A4;) — (@ — ax)- (42)

Schlussbemerkungen.

Durch die Anwendung der im 1. Kapitel ent-
wickelten Methode auf einige einfache Probleme der
Lebensversicherungsmathematik glauben wir gezeigt
zu haben, wie auf kontinuierlichem Wege sich die
verschiedenen Fragen in iibersichtlicher Form losen
lassen. Die Eulersche Summenformel, die bei der Be-
handlung solcher Aufgaben gewthnlich in Anwendung
kommt, setzt voraus, dass sich die Funktion f(x) in
der Umgebung eines Punktes z in die Form bringen

lasse
f(x)=a,+ax+a,2*+ ..

also durch eine bestindig konvergierende Potenzreihe
darstellbar sei. Das ist aber, funktionentheoretisch ge-

sprochen, nichts anderes, als dass f(x) transcendente
ganze Funktion ist. In unseren Entwicklungen haben
wir iiber die analytische Struktur von f(x) absolut
keine Voraussetzungen gemacht, und es ist deshalb die
in dieser Arbeit niedergelegte Methode als eine ganz
allgemeine zu betrachten. Sie bietet auch den Vorteil,
dass die Auswertung der verschiedenen vorkommenden
Integrale auf mannigfache Weise vorgenommen werden
kann, und wir haben mit Absicht nicht iiberall nach
dem gleichen System die mechanische Quadratur vor-
genommen.

Die Korrektionsglieder bei Barwerten von Ver-
sicherungsleistungen, die zu eincm beliebig andern
Zeitpunkte als am Ende des Jahres fillig werden,
miissen streng genommen eine Summe darstellen, die
sich iiber die ganze Sterbetafel erstreckt. Bei der ge-
wihlten Bezeichnungsweise wiren die #; und U, als
Korrekturen anzusehen. Ihre numerische Bestimmung
erfordert keinen so grossen Arbeitsaufwand, als dass
er sich nicht rechtfertigen liesse.

Gewohnlich werden die Korrektionsglieder so ermit-
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telt, dass man fiir die verschiedenen Zeitintervalle von pe

die Gewinne oder Verluste fiir den Zins und die Sterb-
lichkeit getrennt aufstellt und durch Grenziibergéinge zu
den kontinuierlichen Barwerten zu gelangen sucht. Diese
Betrachtungen sind gewiss sehr instruktiv, aber im
allgemeinen etwas schwerfillig und nicht immer
einwandfrei.

Die in der vorliegenden Arbeit niedergelegte Me-
thode, welche ecigentlich auf nichts anderem beruht
als auf der Entwicklung eines bestimmten Integrales
an der untern Grenze des Integrationsweges, ist eine
ganz allgemeine. Sie enthebt uns auch der Not-
wendigkeit, iiber den Verlauf der Funktion zwischen
ganzzahligen Argumentenwerten irgendwelche An-
nahmen zu machen.

Die in der Lebensversicherung vorkommenden
Funktionen haben die angenehme Eigenschaft, dass
die Differentialquotienten erster und hoherer Ordnung
eine rasche Abnahme zeigen, so dass die durchgefiihrten
Reihenentwicklungen sehr konvergent sind. Es ist uns
dadurch ein Mittel an die Hand gegeben, diese rein
kontinuierliche Methode so weit zur Anwendung zu
bringen, dass sie auch in der Praxis den Vergleich
mit den bisher angewandten Prinzipien aushalten kann.




