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Lur mathematischen Theorie der Invalidititsversicherung.

Der Schweizerischen Lebensversicherungs- und Rentenanstalt zum bevorstehenden fiinfzigjshrigen Jubildum gewidmet.

Von Dr. 6. Schaertlin, Ziirich.

Der Gegenstand der vorliegenden Arbeit hat den
Verfasser seit lingerer Zeit beschiftigt. Schon frither
hat er in einem Aufsatz?): ,Uber die Hohe der finan-
ziellen Belastung, welche durch die Altersversorgung
der eidgendssischen Beamten und Angestellten voraus-
sichtlich hervorgerufen wird“, die Beziehungen zwischen
den Rentenbarwerten aufgestellt, die im Abschnitt 6
dieses Aufsatzes entwickelt werden. Der unseres Wis-
sens dort zum erstenmal festgestellte Zusammenhang ist
seither wiederholt von andern Autoren untersucht und
nachgewiesen worden. Von den uns bekannten Ar-
beiten, welche sich damit beschiftigen, sind, ohne dass
wir Anspruch auf Vollstandigkeit machen, zu erwéihnen:
ein Aufsatz von F. M6ller 2) iiber Invaliditatsversicherung,
ein Gutachten von Dr. Ch. Moser %) iiber Invaliden- und
Altersversicherung, ein Aufsatz von Dr. J. Eggenberger*)
iiber die Mortalitdts- und Invalidititsverhiltnisse der
bayerischen Bergleute, und endlich die Arbeit von
E. Hamza®) fiir den Kongress der Versicherungsmathe-
matiker in Paris. :

Leider wird der schone Aufsatz von Hamza durch
einige wesentliche Fehler entstellt und fallt er durch
die Verwendung der gewdhnlichen und hernach der
yunabhingigen® Sterbenswahrscheinlichkeiten und In-
validititswahrscheinlichkeiten der Aktiven in zwei Teile
auseinander, die in keinen Zusammenhang miteinander
gebracht sind. Diese Spaltung ist nicht notig und liegt,

1) Zeitschrift far Schweizerische Statistik, XXV. Jahrgang,
1889, Seite 225.

?) Assekuranz-Jahrbuch von A. Ehrenzwelg, XVIIIL. Jahrgang,
Seite 61.

%) Invaliden- und Altersversicherung, Seite 59. Bern, Neu-
komm & Zimmermann,

) Zeirschrift fiar die gesamte Versicherungswissenschaft.
Dritter Band, Seite 228, und vierter Band, Seite 129.

5) Docaments. Troisitme Congrés international d’Actuaires,
Paris. Note sur la théorie mathématique de Passurance contre
le risque @invalidité d’origine morbide, sénile, ou accidentelle.
Seite 154. L. Dulac, éditeur, Paris.

Bd. I, 1906.

wie aus unsern Entwicklungen hervorgeht, mcht in
der Natur der Sache.

1. Eine Gesamtheit von [, Personen des Alters w
sterbe nach einer bestimmten, bekannten Absterbe-

~ordnung. Die Gesamtheit zerfalle in der Folge in

zwei verschiedene Gruppen: in eine Gruppe von Ak-
tiven und in eine Gruppe von Invaliden. Von den
Aktiven, die im Alter w noch die Gesamtheit aus-
machten, treten die mit fortschreitendem Alter invalid
Gewordenen aus und zu den Invaliden dber. Diese
Gruppe, deren Zahl beim Alter w gleich o war, ver-
mehrt sich um die invalid Gewordenen und nimmt
um die Zahl der durch den Tod Ausscheidenden ab;
sie wird anfangs zunehmen, ein Maximum erreichen
und dann abnehmen.

Die Gruppe der Aktiven nimmt ab, einmal um
die invalid werdenden und sodann um die wihrend
ihrer Zugehorigkeit zu dieser Abteilung sterbenden
Mitglieder.

Die Absterbeordnung der Invahden wird im all-
gemeinen von derjenigen der Geesamtheit aller Personen
verschieden sein.

2. Die unmittelbare Beobachtung habe zur Er-
mittlung der folgenden Werte fiir die verschiedenen
Alter z gefiihrt.

Es seien uns bekannt:
gz, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mitglied der Ge-

samtheit im Laufe des (z 4 1). Jahres sterbe,
¢t , die Wahrscheinlichkeit, dass ein Invalider im
(x + 1). Jahre sterbe,
iz, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver im (z - 1).
Jahre invalid werde.

Hieraus leitet man, von /,, ausgehend, in bekannter
Weise die Aktivitdtsordnung ab, néimlich die Reihe der
Zahlen Iz* der in jedem Alter lebenden Aktiven und
die Reihe I der Invaliden jedes Alters,
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Dabei ist der Annahme gemiss:
T @
Von der Reihe der Invaliden, deren Glieder wir
mit & bezeichnen, ist wohl zu unterscheiden die Ab-
sterbeordnung der Invaliden, deren Glieder man er-

hilt, wenn man eine Anzahl Invalide I. des Alters x
absterben lisst, ohne dass neue zutreten.

3. Die folgende Entwicklung will nun mit den
Werten I, I2* und 17, unter Beiziehung der Funda-
mentalgrossen 4, und ¢& (oder lz), die Grundwerte der
Invalidititsversicherung darstellen.

Zu diesem Behufe sind in erster Linie die folgender-
massen zu definierenden Fundamentalwerte herzuleiten:

¢z", dieWahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Altersx
im folgenden Jahre als Aktiver (ohne vorher
aus der Gruppe der Aktiven ausgeschieden zu
sein) stirbt;

s, dieWahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Alters 2
das folgende Jahr als Aktiver iberlebt;

& , die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Altersz
im folgenden Jahre invalid wird und hernach
im gleichen Jahre stirbt;

p, , die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Altersx
im folgenden Jahre invalid wird, dieses Jahr
aber iiberlebt;

gz, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Alters x
im folgenden Jahre stirbt, sei es im aktiven,
sei es im invaliden Zustand;

s, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Alters z
das folgende Jahr iiberlebt, sei es als Aktiver,
gei es als Invalider.

Da g7 und p; entgegengesetzte Wahrscheinlich-
keiten sind, so besteht die Beziehung
¢z +pz=1. 3)
Die Wahrscheinlichkeit, invalid zu werden und
hernach zu sterben, bildet zusammen mit der Wahr-

scheinlichkeit, invalid zu werden und zu iiberleben,
die Wahrscheinlichkeit, invalid zu werden. Also ist

6z + 95 =1ia. @
_ Ebenso bilden die Wahrscheinlichkeiten gg* und

Pz zusammen die Wahrscheinlichkeit, nicht invalid zu
werden ; daraus folgt:

0@+ =1—1i, 3)
Die Addition der G-Ielchungen (4) und (5) ergiebt
¢& s+ =1 (®)

Ferner ist nach der Definition der Fundamental-
grossen

Q)

22" + 97 =1t (8)
Die Reihen der I3* und 7i werden aufgestellt unter
Beniitzung der sich selbst erklirenden Beziehung
e 0
q:z 79 : (9)
Werden daher die Reihen der I, £, 1%* und z§

als gegeben der Rechnung zu Grunde gelegt, so ist
Gleichung (9) als Identitit aufzufassen.

95" + ¢¢ = a3
und

4. Zu den Fundamentalbeziehungen zwischen den
eben definierten Wahrschemhchkelten und den Werten

von I, 1%* und I? gelangen wir durch die folgende
Uberlegung.

Yon den 7, Lebenden des Alters a2 sterben im
folgenden Jahre I, q, Personen.

Zu derselben Zahl gelangen wir durch Ermittlung
der sterbenden Aktiven und Invaliden.

Als Aktive sterben: ZZ-“ q&;’.
Als Invalide sterben:
1. von den 2* Aktiven: e q
2. , ., I2 Invaliden: I2 gl
Also ist o
lo go= 1" g5* 4-13°
und wegen Gleichung (7)
le go = 12" g3 + 12 o,
oder bei Beniitzung von Gleichung (2)
5 g+ B go=0" g2+ gl
Also ist _
2 (@ —92) = I (¢ — ).
Aus den Gleichungen (10) und . (2) folgt

G HEL (10

(11)

(12)

l
qz =Q:c—Qz +_( :c'_'Qz)-

o
e 18
7 (13)
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Substituiert man fir #@ den Wert, der sich aus
Gleichung (2) ergiebt, so findet man

&= — lia (14)

Da die Zahl der von [, Personen das folgende
Jahr Uberlebenden gleich sein muss der Summe der
iiberlebenden Aktiven und Tnvaliden, so erhalten wir
ohne weiteres fiir die Lebenswahrscheinlichkeiten Be-
ziehungen, die den Gleichungen (10) bis (14) analog sind.
Ahnliche Betrachtungen wie vorher fihren zu den fol-
genden Gleichungen:

(& — 02)-

Lo pe — 12 (95 + 9% + I pt (15)

To po=12"p% + 13 p} (16)

12 (pe — %) = 12 (0% — ) (17)
P8 =p. —pa° + Z”; (= — P%) (18)
e —ph— % — % (p% — pa)- (19)

3

Statt der Lebenden [, ZZ_“ und lg konnen in den

Identititen (2) und (10) bis (19), ohne deren Giiltigkeit
zu zerstoren, die diskontierten Zahlen D, D3* und D%
eingesetzt werden.

5. Stellt man die Betrachtungen, welche zu den
Gleichungen (10) bis (19) gefiihrt haben, statt fir das
Jabr als Zeiteinheit, fiir den Zeitabschniti dz an, so
gelangt man zu den Beziehungen zwischen den Sterbens-
und Invalidititsintensititen einerseits, den Lebenden
I, l‘,’," und l“ anderseits.

Bekanntlich hat die Sterbensintensitit yu,, auf die
Zeit dx bezogen, also der Wert u,dx, dieselbe Be-
deutung, wie die Sterbenswahrscheinlichkeit g, fiir die
Zeiteinheit von einem Jahr.

Es ist also
le L2 dx:lz_lm+d:c=—dlz,
woraus
. 1 dl, .
Uy =—— 7; dm

Angendhert ist
. 8 (l:c——l —_— l¢+1)—(lx -2 T Z:t+2)
fz = 127,
(Text Book, Kap II, Art. [40].)

Wir bezeichnen im folgenden mit u, die Sterbens-
intensitit der Mitglieder der Gesamtheit, mit u; die
Sterbensintensitit der Invaliden im Alter z.

uz soll die Intensitit des Ausscheidens aus dem
aktiven Zustande infolge Todes oder Invaliditit bedeuten.

Die Werte von u; stimmen iiberein mit den Sterbens-
intensititen aus einer Absterbeordnung, deren Lebende
mit der Zahl der Aktiven der Aktivitdtsordnung iiber-
einstimmen.

Es ist also
L __1adL
e =17, Tz
i 14 L
fz= L dx
RS L (20)
- —
P dx
Endlich bezeichne 7, die Invalidititsintensitat, also’

den Betrag, welcher, mit der Zahl I3* der Aktiven
und der Zeit dz multipliziert, die in dieser Zeit da
entstehenden Invaliden liefert.

Wir stellen nun dieselben Uberlegungen an, die
uns im 4. Abschnitt zu den Gleichungen (10) bis (19)
gefiihrt haben.

Von den I, Lebenden der Gesamtheit sterben in
der Zeit dx

lp 1y da.

Zu demselben Betrag muss man gelangen, wenn
man fir die Zeit dx die Zahl der gestorbenen Aktiven
und Invaliden ermittelt.

VYon den lz; Aktiven scheiden in der Zeit dx
iiberhaupt, durch Tod oder Invaliditit, aus
12 d
Hiervon fallen fiir uns ausser Betracht die invalid

Gewordenen, welche nicht sterben, sondern die Zeit dx
iiberleben.

Thre Zahl ist ; _
Z:-Z'Vzda) (1 —_ ‘uz2d$).
Yon den vorhandenen Z_?,,._’ Invaliden st.erben‘
7 L da.
Hieraus folgt
lz.ua:dz=l§l~‘:dfb—l:—a":cdx(l )‘I‘ z[-l'z
Also ist N
[id
fz =tz + s+ — (2 — “z)-
Hieraus folgt _
a l::z z
Ve =z — ftz +— (Ux "[-‘:c)) (21)
oder ’
Vo=t —tts— — (o —pz).  (22)
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Man bemerke, dass die Gleichungen (21) und (22)
bestehen, auch wenn man in dem Ausdruck fir die

invalid gewordenen Aktiven, welche die Zeit dx iiber-
i

leben, fir £2 eine andere endliche Funktion von ha
einfiihrt.

Die Gleichungen (21) und (22) gestatten eine leichte
Berechnung der Invalidititsintensitit, wenn, wie anzu-
nehmen ist, p,, u% und g’ berechnet sind,

Bezeichnet man endlich mit yf" die Sterbensinten-
sitdt der Aktiven, so muss, da nach Gleichung (5)

Pe + & =1,

¢! uzdw)-l-ﬂ dr 4 vedr=1
Also

auch
sein.

e =& + 7, (23)

6. Die Invalidititsrente. Es sei der Barwert der
Invaliditdtsrente 1 fiir einen Aktiven des Alters x,
zahlbar zum erstenmal zu Beginn des auf das Inva-
lidisierungsjahr folgenden Jahres zu ermitteln,

Bs sei
a, der Barwert der nachschiissigen Leibrente 1 fiir
ein Mitglied des Alters z der Gesamtheit;
a. der Barwert der nachschiissigen Leibrente 1 eines
Invaliden;
Z—‘; der Barwert der Leibrente 1 eines Aktiven, zahl-
bar so lange dieser aktiv ist;

a? der Barwert der Leibrente 1 eines Aktiven, zahl-’

bar nachdem dieser invalid geworden, wihrend
der Dauer der Invaliditit, erstmals zu Anfang des
auf das Invalidisierungsjahr folgenden Jahres;

a; der Barwert der nachschiissigen Leibrente 1 eines
Aktiven, zahlbar so lange der Aktive als Aktiver
oder Invalider lebt.

Dann ist offenbar
ag=az -+ az
Im weitern bestehen zufolge der Definitionen die
Identititen

29

zaz—z?aw—kz—fa; (25)
Oder wegen Gleichung (2)

o —a)=E@—a)  (26)

und _
o = a,——ai—“-{- =2 (az—ad) (27)

X

ai i aa L. z

a/¢ = a'g; -_ a;c -_— (az - az). (28)

ai .
as kann auch folgendermassen bestimmt werden:

Von Z_Z_“ Aktiven werden invalid und iiberleben das
Invalidisierungsjahr
_ ﬁ)
5 ):

2 (
Der Barwert der an sie auszurichtenden Renten ist

v 1%, (1 - 425’ ) (1 + aiy).

Der Barwert simtlicher Renten ist

z
) (0 ahsera)

Der Barwert der Renteneinheit ist also

— 2 Dz—-l-t batt (1 —ﬂ‘) 1+ az+t+1) (29)
Da.a

el

Eo S ot tott <1 —

ar
ay =

Der Definition von a2 gemiiss hat a2’ keine reale
Bedeutung: denn vor der Invalidisierung kann keine
Invalidenrente ausgerichtet werden.

Man wird daher bei der Invaliditdtsrente, deren
Raten mit dem Versicherungsjahre fillig werden, sich
der Ausdriicke ., vorschiissig® und . nachschiissigé zu
enthalten haben.

7. Die belden im Abschnitt 6 entwickelten Aus-
driicke fiir a® sind identisch.

Im folgenden soll der Ausdruck (29) in die Form
(27) iibergefiihrt werden.

Nach (29) ist

0% = 1 [vl‘”zz( Q;>li+1+z{lg,ﬂ|_2+_
laa, 2 - Z:H-l
+ 0 Bt (1 — qi+1) Lyt olyst. ..
2 L

o8By (1t Btk oo
lots
i

Setzt man statt l“ P (1 ——2—-) also statt der im

(® 4+ 1). Jahr invalid werdenden und das Invalidi-
sierungsjahr iiberlebenden Aktiven, den gleichwertigen
Ausdruck

l 1 — iz z+
2 -
l; b

so wird das erste Glied der ersten Zeile des Klammer-

ausdruckes:
(Zu — liz Za:+1>
ll
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Das zweite Glied der ersten Zeile und das erste

Glied der zweiten Zeile geben:
li = o ?

(l b1 — Zzi :c-zl-l a:+2 +'U (; _ zz _a'_-t2_

£2 l Z; T +2 +1 l::—]—l)

=0 ( L —1F l%“)

z

Das dritte Glied der ersten Zeile, das zweite der
zweiten Zeile und das erste der dritten Zeile geben:

I,,H)

v® ( :c+1 i

+vs(z+2— :n'-l-l

)

—I—L"’( z 43— 2+z lz+3>
o (e — ).
I
. Es ist also
a§=;—[”¢+l+”’lz—ks+vslﬁ-s+ Y]
—la—1 Y logs + 0° l;-l-zlj‘_ v loys+ - . ],
oder, da
lg:lz—l:_ay
80 ist:
a:i=7[v Z¢+1 +’U"lz+2+ c e —(v Z;.H
Fr 4. ) — e — Y i)
Demnach ist :
af:l—i a,z—a:—“—l“__zgaai
=z ool
a'f:a/z—“?_'l‘ ré(az_ai),

t
was nachzuweisen war.

8. Die in unmterjahrigen Raten zahlbare Rente.

Ebenso wie die Identitdt (27), besteht die folgende:

(m) (m) liz (m)

0% = g™ — a% 4 = (0™ — al).

(30)
(m)
o bedeutet die in Raten von — Je zu Anfang

des Zeitabschnittes % zahlbare Rente, die erste Rate

ist zahlbar zu Anfang des auf den Invalidisierungs-
abschnitt folgenden Zeitabschnittes.
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Nun ist aber, (Text Book, Kap. IX, Art. 22),

(m) m—1 m2—1
Ay = a’z+ 2m - 12 mg ("2+ d)’ (31)

wo

d = log nat (1 4 7).

Entsprechend ist
(m)

m—1 m2—1
G =0+ 5 —— g5 (=9 (2
(m) :

m—1 mi—1
Qg —a;,;+ om 12 m? (A“:'I'd)' (33)

Durch die Substitution in Gleichung (30) erhilt
man unter Beriicksichtigung von Gleichung (21)

(m) m? __1

afz = Qx + 12m (34)

oder in erster Anniherung, die fiir die Praxis meistens

geniigt :

(m)

a® —a¥. (849
Ferner ist
(m) (m) (m) mt— 1
az=aa: +az = @z + 2m 12 m? (.“:"'J)
@ mi—1
+ a‘;‘ + 1 2 mz V.
Und wegen Gleichung (23)
at=af+ " - (E4a.  (3)

9. Die kontinuierlichen Renten. Fiir den Fall m
= oo gehen die im vorausgehenden Artikel behan-
delten Renten in kontinuierliche iiber.

Wenden wir die Bezeichnung @, fiir a0 an, wenn

m ins unendliche wichst, so gelten die Gleichungen

Tr = Qg +_;‘_l2(!‘z+ d)

aa: =az+2 2({!:-'—6) (36)
E = ok (37)

% =as +;—ﬁx(u:‘?+ 9. (38

Aus den Gleichungen (31) bis (35) in Verbindung
mit (36) bis (38) folgt:

- _ 1 1

& =az—m+i2—n§ (nz4d) (31%)
(m)
a’:v =_J:: +12 mg ((2’+5) (32‘)
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o 1 1 .
ay’ ='Z“—W+Tm2(ui+ 9 (839
(m)
as g 1, 34+
s =4 T1em (34%)
@ a1 1 @ g 3
ax —dz—m-!-w(#z + 9). (35%)

Die Formeln (36) bis (38) geben, wenn der Zinsfuss
gleich 0 gesetzt wird, die vollstindige mittlere Lebens-
dauer eines Aktiven, (38), die Zeit, welche er als
Aktiver, (36), und die Zeit, welche er als Invalider
verlebt, (37).

10. Kapitalversicherung auf den Todesfall und
den Imvaliditatsfall. Die Kapitalversicherung 1 auf
den Todesfall, fillig am Schlusse des Todesjahres, hat

den Wert
A, =1 —d(l + az))
wo

=w=1—vo.

i
=T¥7
Demgemiss ist auch
Al=1—dQ1+dd) (39)
der Barwert der Kapitalversicherung 1 fiir den Inva-
liden (). '
~ Es liegt nahe, auch die Aktivititsordnung wie
eine Sterbetafel zu behandeln und die Bedeutung des

Ausdruckes 1 — d (1 + az") zu untersuchen. Wird
die Aktivitdtsordnung in dieser Weise verwendet, und
berechnet man den genannten Ausdruck, so gewihrt
man jedem Ausscheidenden am Schlusse des Aus-
scheidungsjahres das Kapital 1. Der Aktive erhilt also
die Versicherungssumme 1, wenn er als Aktiver stirbt
oder wenn er als Invalider ausscheidet.

Der Ausdruck 1 —d (14 ag_") ist daher der Bar-
wert des Kapitals 1, das dem Aktiven im Invaliditits-
fall, oder vorher im Falle des Absterbens gewéhrt wird.

Den Wert der Leistung im Invalidititsfall bezeichnen
wir mit (A7), den Wert der Leistung im Todesfall
allein mit Az*. Es ist also

AT+ ADH=1—d(1+as).  (40)

Der Wert von ( Z_i) kann direkt bestimmt werden.

Es ist

® — o o
_ vt loft ote Y Dattizte
(A;t) —y t=0 — — p =0 — (41)
Ferner ist
o —  —
_ Y Dzse qZ‘fH
Aga =P t—————=0 ] (42)

aa
©

Der Wert Az der Versicherung 1 fir einen Ak-
tiven (x), zahlbar wenn dieser stirbt, sei es als Aktiver,
sei es als Invalider, berechnet sich wie folgt.

Es ist definitionsgemaiss
2 AL 417 AL=1, A,
Hierans folgt
B AS =11 —d(l+a)] —E[1—d (14 ab)]
=l — & — [l + az) — (1 4 a2)]
—F B

Also ist :
A§=1—d(1+a$).

Den Wert von A‘E, den Barwert der Versicherung 1
fir einen Aktiven, fillig, wenn dieser, nachdem er
invalid geworden, stirbt, bestimmen wir aus der Iden-
titit

(43)

AT+ AD I AL =LA,

A=A, AT ’1

(A-’v - Ai )

(44)
oder

AT —pi_ @ (AL — A,). (45)

a
¢4

Will man endlich noch feststellen, welche Bedeutung

dem Ausdruck 1 —d o¥ beizulegen ist, so gehe man
auf Gleichung (43) zuriick. Danach ist

Af=1—d(4aF 4
A2=1—d(+dH—dd?
oder nach Gleichung (40)
Al=1—d(+a)—1+A7+@ADH+d.
Also ist ; '
AZ A =—dal 4+ AT+ AD).
Hieraus folgt
da¥ = (A%) — AZ. (46)
d azi stellt also die Einbusse dar, welche der
Aktive (x) erleidet, wenn ihm statt der Kapitalver-
sicherung 1, zahlbar im [nvaliditatsfall, eine Kapital-

versicherung geboten wird, die fillig wird, wenn er
als Invalider stirbt.

11. Soll das Versicherungskapital, statt am Schlusse
des Versicherungsjahres, zur Zeit des Todes bezahlt
werden, und bezeichnen wir den Barwert einer solchen
Versicherung mit A, so ist
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- )
A.z —_—'T A.z.
(Text Book, Kap. X, Art. 7.)

Entsprechend ist

LY
A= 3 A
Da . _
) lxzx=l:azg+lzzz§-;:7
oder )
) ! __ saaja 7 \% _7’_
la:A-a:T— £ A-a:+lacAa: 9
und auch 4
; 2@ ya 7 i
so folgt durch Subtraktion der beiden letzten Glei-
chungen ) '
aa o a !
=T (B2 — AL ),
oder ] .
AC— % AL, (47)

Verteilen sich die invalid Werdenden gleichmissig
iibers Jahr (Gleichung 9), so ist
&%) =

I
e (Az )f (48)

Erfolgt die Ausscheidung aus der Aktivitit gleich- |

* formig iber das Jahr, so ist

xaa | (xah_ ' (raa a
A+ (AD) = [A" + (A2)]  (49)
und wegen (48) ]
A= A% (50)
und endlich wegen der Identitat
7T % l“ T i
ai__ b @ <
Ay = y; A (61)

12. Die vollstindigen Renten. Wird beim Tode
des Rentners noch eine Ratarente im Verhiltnis zur
Zeit von der Filligkeit der letzten Rente bis zum
Tode gewihrt, so liegt eine vollstindige Rente vor.
Ihren Barwert bezeichnen wir mit .

Es ist
o(m) (m) 1 K M 52
8P =l 4o Ke— b, (59)
(Text Book, Kap. XI, Art. [18].)
oder auch
A i J 53
b =a\l—g0) tgw

(Text Book, Kap. XI, Art. {19].)

Demgemiss ist auch

P 1o e
“a:—d:c +§'”Az—1—'2;z; (54)
(m) o

— J d _
=w(1— 5]+ e 6D

Ferner besteht die Identitit

l o(m) laa CEZ') i cf'z"’
2 U + bz,

oder wegen den Gleichungen (52) und (54)

— (m)

R
Zu (m) ui
[ %=+ 3 2 12m’}'
Und wegen der Gleichungen (21) und (23)
(m) m) 1 - 1 ln lti .
a: z
(m) (m) " 1 =
Lba:—aa:+2m-A- — om e (56)

oder wegen der Gleichung (35%) und da
Kﬁ =1—4 '(_i:;

N s J
p—; 4
iz =75 (1 - éﬁ) + 12m?

(57)

Im weitern ist zufolge einer Entwicklung ent-
sprechend der des Text Book, Kap. XI, Art. [18]

(m) (m)

caa — _aa
(22 [27%

Taa llz
2m A” 12m?
(m)
Dieser Herleitung gemiss stellt 3% den Barwert
einer vollstindigen Aktivititsrente dar, be1 welcher im
Todesfall, nicht aber im Invalidititsfall, eine Ratarente
im Verhdltnis der seit der letzten Rentenzahlung ver-
flossenen Zeit gewéhrt wird.

Aus den Gleichungen (56) und (58) folgt:

(58)

oai o 1 1 -
“gz=&: —u:a—am +2 0: W‘L:a
+ (m)
i, 1@ 1 &
— (a2 tom A — 12m2‘°‘”>
m '

3% —a¥ 4 21 %

Und wegen Glelchung (34)
(m)

3:‘ _ az + 2 Aaz + 12 2 Ty (59)
oder wegen Gleichung (37)

o L (69)

Ay =Gz + 5= 2 —1omE e .
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(m)
a% ist der Barwert einer vollstindigen, in Raten

von E zahlbaren Invalidititsrente 1 eines Aktiven (x)

Die erste Rate von % ist zahlbar im Lebensfall zu
‘Anfang des auf den Invalidisierungsabschnitt folgenden
Abschnittes von —71; eines Jahres. Stirbt der invalid ge-

wordene Aktive im Invalidisierungsabschnitt, also ohne
den nichstfolgenden Abschnitt zu erleben, so ist eine
Teilrente im Verhilinis der seit dem Anfang jenes
Zeitabschnittes verflossenen Zeit (also nicht im Ver-

hiltnis der seit der Invalidisierung verflossenen Zeit) .

zu gewihren.

Bemerkung. Will man eine vollstindige Aktivitdts-
rente 1 so bilden, dass im Todesfall und im Invaliditéts-
fall eine Schlussrente gewdhrt wird, und bezeichnet

(m)
man ihren Barwert mit (3°*), so erhilt man ihren
Wert aus der Aktivititsordnung gerade so, wie den
Wert einer vollstindigen Leibrente aus der Absterbe-

ordnung.
Es ist also:
(m) (‘m) a
35 =a® + — B2+ @) —
-Ue 2m 12m”

oder

= = s s 58
Oaay __ —aa o 7 a
@z*) =as (1 2m>+12m3. (38a)

(m) (m) ’ (m)
Die Differenz &2 — (82°), die wir mit (3%°) bezeichnen
wollen, stellt den Barwert der vollstindigen, in Raten

von % zahlbaren Invalidititsrente 1 eines Aktiven ()

dar, wobei als erste Rente eine Rate im Verhiltnis
der Zeit von der Invalidisierung bis zum Schluss des
Invalidisierungsabschnittes gewéhrt wird.

‘Stirbt der Invalide im Invalidisierungsabschnitt,
so wird als Schlussrente eine Rente im Verhiltnis der
Zeit von der Invalidisierung bis zum Todestag geleistet.

Definitionsgemass ist

m (m- (m)
oai oa oaa
Az ) =dx — \Qzx )7

oder wegen der Gleichungen (57) und (58a)
(m)
oa —a J
@) =77 (1)

13. Die Invalidititsrente, bei welcher die Renten-
zahlung “sich nach dem Moment des Eintrittes der
Invaliditit richtet, wird einen von den beiden im Ab-
schnitt 12 berechneten abweichenden Wert haben.

(60a)

(m)
Wir bezeichnen mit 3% den Barwert einer in Raten
zahlbaren vollstindigen Leibrente, wobei die erste Rente

1 .
o, cines Jahres mnach der Invalidisierung bezahlt
werden soll.

Findet die Invalidisierung im Alter ¢ statt, so ist
die in diesem Moment entstandene Verbindlichkeit
(m)

83, wobei gemiss Gleichung (55)
m A d )
o3 Qa _— —
9= a{;(l 2m)+12m’ _

Fithrt man die Wahrscheinlichkeit ein, dass die
Invalidisierung im Alter < eintritt, diskontiert auf das
Alter x und integriert, so erhilt man

) s\ o1
Oa,t
11— ) — laa 19'-—9: z
( 2m/ ), @@ I

J °'1 —
+12m2/ la Z“v

z

9 a4%

Der Wert des ersten Integrales ist, wie die Be-
trachtung von Gleichung (29) lehrt, 7% ) der des zweiten
ist gemiiss Gleichung (42) gleich (A%).

Also ist

(m) J

szt _ (1 _ai
e = (1 2 m) % +
oder sehr angenihert

(m)
A— 6 —_

#=(1—gy) &
Man vergleiche hierzu die Bemerkung zum Ab-

schnitt 12,

s (), (6)

(61%)

Soll die erste Rente im Betrage von ;12— mit der
) (m)
Invalidisierung fallig werden, so ist zu 7 noch zu ad-

dieren der Betrag % (Kf?), so dass der Barwert dann

betrigt
o) s 12m 40
Sat ___ ; at
ae _<1— 2m> o+ (A2, (62)

14. Die aufgeschobene Invalidititsrente. Findet
ein Aufschub in der Weise statt, dass die Invaliditit,
wenn sie in den ersten n Jahren eintritt, keinen
Anspruch auf Rente geben soll, so ist der Barwert

.des Anspruches nach n Jahren

aﬁ,.,,.
Der gegenwirtige Wert a2 ist

D%, =
Daa Bz-n-

(63)

n| @z =—



" Der Wert der aufgeschobenen Aktivitatsrente ist

Dz-l-'n aa
Qe

(64)

n x =
o

Die aufgeschobene Rente 1 fiir einen Aktiven (z),

zahlbar im Aktivitits- und Invaliditdtsfalle, hat den

Wert

D:Zz. .
— Q.
22 z4n
@

Soll der Aufschub in der Weise verstanden werden,
dass die Rentenzahlung um % Jahre aufgeschoben, aber
auch den Invaliden gewihrt wird, die in der Aufschubs-
zeit, also vor dem Alter (z-}-#), invalid geworden

»l Gz = (65)

sind, so ist der Wert der Rente pach » Jahren fir [2° -

Personen

lw a,_,_,, + (Zﬂ"l'“ —_ Zzi

~ Der Barwert fﬁr eine Person ist im Alter (x)

loin

e

z

= D‘i D;
a:+n az ) a:-}m x+n
Dg_a Oatn +( Da_a _ Daa Dz )az'l"”
Bezeichnen wir d1esen Ausdruck mit al , 80 ist
2?' D
w05 = a5 (D_ — D3 “"“") . (66)
Dz* z

Die um ».Jahre aufgeschobene Rente eines Ak-

tiven, zu beziehen gleichviel, ob der Aktive dann noch

aktiv ist oder invalid geworden, hat den Wert

ol G5 = nf G5 - oy 0. (67)
Es besteht daher die Identitit
nﬂag? = n| @z — nf a:_a + -Z:;a— (nl Qg — n]ai)- (68)

e

Die Beziehungen . (63) bis (68) gelten auch fiir

Ratarenten, kontinuierliche und vollstindige Renten. | ,
dzy bedeute die entsprechende Rente, wenn der xjihrige

15, Die ‘tempordre Invalidititsrente. "Es bestehen

die Beziehungen

In am = az — n| az" (69) :
e aa; = a,, — | a: (70)
Oz =0z — a0z (71) -
oy - _i N >
I 02 = (5 Gz — 1n Gz + — (in @ — |n 0z). (72)

T

Auch diese Bez1ehungen gelten allgemein fiir

Ratarenten, Kontinuierliche und vollstand.lge Renten.

16. In der Praxis kommt hiufig die mit den
Dienstjahren steigende Invalidititsrente vor. Betriige
die Rente, wenn-die Inyaliditdt nach n vollen Dienst-
jahren eingetreten ist, #; nach (#<-1) vollen" Dienst-

Bd.II, 1906,
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jahren (r} @), nach (- 2) vollen Dienstjahren (r2¢)
ete., nach (# - ¢) vollen Dienstjahren (r 4 ¢ a), so ist

der Barwert (v£|a),, der Renten beim- Dlenstemtntt

Dz_l_q;

— a"f,.,,-l—a

k' z

Dg?l—ﬂﬂ ai
& ——— Qgints

D —
(Vsl “)z =r— ——x}a"’l'l agfl-n+1

+e Dotnis aSas .t a —E
. Dz D:
=7 u 0z @ (a1 05 + nto) 65+ - - <0t a2)

- &= e i
(Ve[a)m =7-a0; +a 51 ntel Az - _ (73)

Handelt es sich z. B. um eine in Raten zahlbare
Rente, gemiss Abschnitt 8, so erhilt man

: (m) aa

oan ME—1
(V(,] a)a: = (V—] a) r Da'i: w ‘VW +
mE—1( D2,y D
oo [P e b Do
D3’ R DZ
—1 1 aa ‘
= a0+ g |7 D era +
¢ .
@3 Diarerotute) )

Der zweite Summand der rechten Seite ist dei'
(m)

Fehler, den man begeht, wenn man (vg a),c fiir (vl @)
setzt.

Derselbe ist klein und hat im allgemeinen in der
Praxis keine Bedeutung,

17. Die Verbindungsrente auf zwei Leben. Wir
bezeichnen. mit ‘
sy den Barwert der Rente 1, zahlbar bis zum ersten

Ableben zweier Personen vom Alter x und y;

_ invalid ist;

azy bedeute den Barwert der Rente 1, aufhérend m1t
"~ dem Tode von (y) oder mit der Invaliditit von

_ (x), spitestens mit dessen Tode;

a% bedeute den Barwert der Rente 1, zahlbar an ein
Ehepaar, bestehend aus einem Aktiven (x) und
einer Frau (y), beginnend mit der Invaliditst
des Mannes und aufhorend mit dem ersten
Todesfall ; )

azy endlich sei der Barwert einer Rente auf das ver-
bundene Leben eines xzjahrigen Aktiven und
einer yjahrigen Frau, zahlbar bis zum ersten
Ableben. Dabei soll es fir die: Zahiungspﬂmht

glelchgultlg sein, ob der Mann aktlv oder in-
© valid dst.

18
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Die Werte von ., und a, werden aus den Tafeln |

der I, I, und I; in bekannter Weise hergeleitet.

azy wird aus den Tafeln der 7, und z:_" ebenso
berechnet, wie a.y aus den Tafeln der I,und ..
Nach der Definition muss

, oz, = aZ + oy ; (75)
ferner ist _ _
Lo oy = 12" ay + Iz ay. (16)
18, Die ,Verbindungsrenten in Raten.
Es ist
(m) (=) 2
@ (18)

Aoy = Gy + Gy
Ferner besteht die Identitdt:
(m) (m) lu
aa:y = a(:,-n; - aa:y + =

( & '—awy) (79)
Wir haben ferner die Bemehung.

- m—1 m*—1
o) =asy+ S o #e i+ 9). (80)
{Text Book, Kap. IX, 32.)

Ebenso ist:

(m) m—1 m2—1 i
Aoy = Aoy + —— S 1ot (et ry 9. (81)

- Zufolge der in Abschnitt 17 gemachten Bemerkung
iiber die Berechnung von agy ist

f,—? m—1 mi—=1, ,
0G=ag 4T S~ (it + ). (82)

Hieraus folgt durch Substitution in (79)

& @, m—l
aa;y = aagy W Vg (83)
und
(m)
m—1 mP—1 3
By =0y + —5— om  12mt (% +ny+9). (84 )

19. Die kontinuierliche Verbindungsrente. Lisst
man in den Gleichungen (80) bis (84) m iiber alle
Grenzen wachsen, so entstechen die Gleichungen:

Gy = Gy + 5 — 15 (b g+ ) (D)
= byt 5 — g5l ()
W—ak+ g (i e+ 6D
B—al  tgyre (88)
Ty aly 5 — 15 0F F ). (39

20. Die Verbindungsrente in Raten,  ausgedriickt
durch die kontinuierliche Verbindungsrente. Aus den
Gleichungen (78) bis (84) und (85) bis (89) folgt:

138

_ T 1, -
6%y = oy — 5 + 3 03 (= 1y 9 (90)
Ozy = Tzy W""m(ﬂi'{'ﬂy‘l‘&) (91)
(m)
0% — s — L) 0D
i W 2m T 12mEv T T Y
Agy = Ugy — o’ (93)
(m) . 1 1 —
oy = Toy — 5 — + 75,3 W= +oy+9). 09

21. Kapitalversicherung auf den ersteanodesfﬁll
von zwei Leben. Die Bezeichnnngen Ay, ALy,

A% und AZ sind nach Analogie der bisherigen Ent-
wicklungen ohne weiteres verstindlich. Ebenso ist
klar, dass ,

A%, = AZ 4 A% (95)

und B
AS = Apy— AT+ = (A, — AL). (%)

Izy

Sodann ist '
Ay=1—d(1 4 az) (97)
AL, =1—d(14ay (98)
Al,=1—d(1+al). (99)

Ferner bedeutet A

AL+ (AH=1—d(1+a) (100

den Wert einer Versicherung, zahlbar im ersten Todes-
fall oder vorher, wenn der zjahrige, der Mann, invalid
wird.

Durch diese Entwicklung werden wir zur Berech-
nung von (A%) hingefihrt. Es ist der Barwert des
Kapitals 1, fallig, wenn der Aktive (x) bei Lebzeiten
der Frau (y) invalid wird.

Die folgende Erwigung fihrt zu deren Bestim-
mung. Von [;* I, Aktiven werden im (z - 1). Jahre
invalid l‘m l, 3. Von diesen smd beim Eintritt der In-

validitat verwitwet 12° ly o5 —%’— und nicht verwitwet
Fai(1-4).

Der Barwert der Auszahlungen im Invalidititsfall
ist fiir einen Aktiven )
SRl %)

AZ) =
DZ;
Aus Gleichung (99) folgt
AL+ AZ =1—d(1+af) — da

(101)




Durch Subtraktion von Gleichung (100) kommt

AR —An=dag,  (102)
welche Gleichung analog (46) gebildet ist.-

~ 22. Mit geniigender Anndherung darf gesetzt werden

T ]

Ry =5 Amy (103)
Kby = AL, (109
und, entsprechend der Herleltlmg von (47),
A@——A,y (105)
-~ Analog den Gleichungen (48) bis (51) folgt

A%+ A% =4 AZ+ (5] (106)
Bl
und .

A% =5 (%) (107)

AL — -;— AZ, (108)

23. Die vollstindigen verbundenen Renteneinheiten.
Es ist '
8 =y 4 S K, — 2ty (09)
(Text Book, Kap. XI, Art. [21])

oder
Jd \_ J
8= (1= v + T (10
Ebenso ist ’
(m) (m) — Z ty K
= oby g B — P50 A
(m) J . )
,g;y=(1—2—m>a:,,+ o (112)

Entsprechend der Entwicklung von (56) und (57)
finden wir:

(m) (m) 1 FJ . '
(m)

Jd \ s Jd
(1_ 2m)a’zy+ 12 m? (114)

- Dieselbe Uberlegung, welche zu der Gleichung (58)
fithrt, begriindet die Beziehung:
(m) ™) 1 _
By = Gy oy + om Ay —
Durch Subtraktion von (113) und (115) kommt

(_ﬂ_;) ('n) 1
oy =aoy+ 5

(115)

.":d + Ky
12 m?

A%, (116)
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24. Die Invaliditdtsrenten, bei denen die Renten-
zahlung sich nach dem Eintritte der Invaliditat richtet.
Wir bezeichnen den Barwert einer solchen Rente,
wenn es sich um eine Verbindungsrente handelt, ent-

sprechend dem Abschnitt 13, mit d%. Ganz ent-

sprechend der Entwicklung des Abschnittes 13 finden
wir die Beziehungen.

oot d \ & T
= (1—55) B+ 6B, A1)
oder angendhert
g d \ =
() 1o
und
o) ) 12m+4d
E—(1— o)+ 2rtl@E). g

25. Die Uberlebenskapitalversicherung.
Es bezeichne
AL, den Barwert des Kapitals 1, zahlbar beim Ableben
von (z), wenn alsdann (y) noch lebt;
A,y den Barwert des Kapitals 1, zahlbar beim Ableben
von (y), wenn alsdann (x) noch lebt;
AZ, sei der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (), wenn er (y) tberlebt, und
A,y der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (y), wenn er (z) iiberlebt.

Nun ist offenbar

A-a:y + -A-f:y = A,

Az.'ll + sz = Ay,
ferner

A::y + szll = Ay
und also

Ay — AL = A,y — A,

A::y - A¢§ = Azy — Ay

A4 AZ = A+ Ay — Auy
Es sollen ferner bedeuten

den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim Ab-
leben des Invaliden (x) wenn (y) dann noch lebt;

den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben des Aktiven (x) als Aktiver, wenn (y)
dann noch lebt;
ai
A}, den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben des Aktiven (x) als Invalider, wenn
(y) dann noch lebt;
Aiy den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
. Ableben des Aktiven (x) als Aktiver oder In-
valider, wenn (y) dann noch lebt.

b
'g ~8| &E"
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Sodann sei o
Ai; der Barwert der Versicherung -1, zahlbar beim
Ableben von (y), wenn der Invalide (#) dann
‘noch lebt;

A1 der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (y), wenn der Aktive (x) dann als
_  Aktiver noch lebt; )
AYi der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
* _Ableben von (y), wenn (z) dann noch als In-
valider lebt;
Ax; der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (y), wenn dann (x) noch. lebt,
 gleichviel ob als Aktiver oder Invalider.

) Es bezeichne o
A%y den Barwert der Versicherung 1, zahlbar be1m Ab
leben des Invaliden (), wenn er (y) iberlebt;

As® den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben des Aktiven (), sei es als Aktiver, sei es
als Invalider, wenn er (y) als Aktiver iiberlebt hat.

Je nachdem das Ableben des (z) als Aktiver oder

Inva.hder erfolgt, ist zu unterscheiden zwischen

Azy * dem Barwert der Versmhenmg 1, zahlbar beim
Ableben des Aktiven (x) als Aktwer, Wenn er
(y) iiberlebt, und

A dem Barwert der Versmherung 1, zahlbar beim |

Ableben des Aktiven () als Invalzder wenn
‘er (y) als. Aktiver iiberlebt.

Ferner bedeutet

A’z den Barwert der Versmherung 1, zahlbar beim
Ableben des Aktiven (x), wenn er (y) als In-
valider iiberlebt;

As den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben des Aktiven (z), wenn er (y) iberlebt,
gleichviel ob als Aktiver oder Invalider.

_ Es bezeichne A

A;; den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim Ab-
leben von (y), wenn er den Invaliden () iiberlebt;

A:‘;. den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (y), wenn er den Aktiven ()
iiberlebt. * Dabei wird vorausgesetzt, dass .(x)

- als Aktiver gestorben sei.

A% o bezeichne den Barwert der Versicherung 1, zahl-
bar beim Ableben von (y), wenn er den Ak-
‘tiven (z) iberlebt; vorausgesetzt, dass dieser

* beim .Ableben invalid gewesen sei;

A’z den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (y), wenn- er den Aktiven ()
iiberlebt, gleichviel ob dleser als Aktiver oder
Invalider, gestorben sei. .

Es bestehen folgende Beziehungen-

aa:i

(119)

-|- Az = Ag—:.
Ferner B _ _
AT 4 A3 =AY (120)
a—a ‘aa
P4 A 1= A (121)
Sodann ist
ai
Al + As -+ A2 f= A (122)
; A;:;-}- A% A" (23)
Weiter ist ' |
CALFASHASF A=A, (129
‘@ @ @ @
AL AL AL F A=A (12))
Und endlich
ai [
A, +AL=AL (126) -
aa L az a
Axyl_{_Ax;:Azyl (127)
AS) 4 Af =A% (128)
aa a
Ax;_‘_Az Azys - (129)

Fur jeden der Werte A'z gilt die Bemehung

A=At —(A AD).

Zur Berechnung von A o benutzen wir die Be-

ziehung :
aa _aa 1 _aa

' aa:y + 9 (q?:y—l - a’z:y+1)’
(Text Book, Kap. XIII, Art. 32.)

—aa .
K=y (130)

Sie ergibt sich aus der Erwe"igung, dass man zur
Ermittlung -von KE die Aktivititsordnung wie eine
Absterbeordnung zu behandeln hat, also die durch
Tod oder Invaliditit Ausscheidenden wie Sterbefille
in die Rechnung einfilhren muss. o

Im weitern kénnen wir die Summe. A1 + A2

direkt bestimmen. Es ist der Barwert der Versmhe-

rung 1, zahlbar, wenn der Ehemann im Zustand der

Invahdltat stirbt, wobei vorausgesetzt wird, dass die

Frau die Invalidisierung des Ehemannes uberlebt habe.

Von I3* I, Ehepaaren werden von der Invahdlswrung

betroﬁ‘en _ “q .
Eufi-g)e

Von diesen sterben Mantier im gleichen Jahr

£u(-g)n




Von den Ehepaaren, deren Minner invalid werden,
ist die Zahl derjenigen, welche das Invalidititsjahr

iiberleben :
ac 9y ) ; ( qé)
[l 8 (1 5 ) b= 5 )"

Der Barwert der Leistungen auf Anfang des
Jahres bezogen ist

o)) st 6]

also der Barwert der gesuchten Summe

1 Qy-!-t) ; [qi’*"
TR va‘ fétzwt( —Y ’“*"f 2 T
(=) s}
Folghch ist
A1 +A2 =D— v ZDw+t ¥+t ( qy;t) (N

xy
x [2ete +,(1 L) 45

Entsprechend ist

(131)

A 1 Azg——v ZDQ,.H ar 2z+g [——-]-
Dzy

(1 —gy4) Ay+t+1]' (132)

Die Beziehungen (119) bis (182) fiihren zur Er-
mittlung eines. jeden der Werte von A.

Um die Werte der Uberlebenskapitalversicherung,
zahlbar sofort nach dem Tode, angenihert zu finden,

hat man die ermit_teltén Werte mit %

Auch durch numerische Auswertung der bestimm-
ten Integrale

zu multiplizieren.

1 ® - —;
— / Dottt vort Anpe di
Dz, Ji=0

und

1 [* _
—= / Doyt Tote Ayye df,
Dgy /=0

gelangt man zu den Werten von

—'02

Al + A2
und
—-a,z

A f —|— Az
Man kann ihnen auch die Form geben

A.l +A2 =L_ QDEH;,;S,HVW (1 ——-d’ﬁi_‘_t) dt
D Jio
Ta )
(A' ) —_ = D:c+t syt Vit az.l.t dt.
D [t=0

(133)
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Dz+t:y-|-t Vot Uytt dt.

i 4A= (Aw)——
AT / (134)

26. Uberlebensrenten. Wir bezeichnen mit .y, den
Barwert der Rente 1, zahlbar nach dem Ableben von
(x), erstmals zu Anfang des auf das Todesjahr fol-
genden Jahres, solange (y) lebt.

Es ist _ _
az|y = ay -_— azy.
Ferner

Uoly = Gy — Gy,

azjy soll den Wert der Rente bezeichnen, zahlbar
nach dem Ableben des Aktiven («), sei es al§ Aktiver
oder Invalider, solange (y) lebt. Es ist

(135)

a;'%, ist der Barwert der Rente, zahlbar nach dem
Ableben von (x) als Aktiver, so lange (y) lebt.
Zu seiner Bestimmung fithrt die folgende Betrach-

tung. Von [2°l, Ehen werden im nachsten Jahre auf-
gelost durch Tod des Mannes im aktiven Zustand

Zg“lyq,,.

Von Z‘”l Frauen, welche im nichsten Jahre den
Mann durch Tod im aktiven Zustande verheren, iiber-
leben das Jahr

Zgaly qg,“(l»—qy). :
Der Barwert ihrer Witwenrente ist

vl g2 (1 —gy) (1 + ayps);

a a a
az|y=ay4__azy=ay—'axy_azy.

folglich ist (136) -

v ® - aa . . .
0 3 DZieyrt @ore 1 — @yre) (14 ayteta)-
Dy &0 _ :

aZ, ist der Barwert der Rente 1, welche (y) be-
zieht, nachdem (x) als Invalider gestorben.

Yon Z;,E I, Ehepaaren iiberleben
I ly(1—ay)

aa
am'y =

-Frauen das erste Jahr.

VYon den Minnern werden invalid und sterben im
gleichen Jahre

es iiberleben als Invalide _
By i (1 —L )
Der Barwert der Verpﬂichtungen ist
0B by (1 — g) 2 (1 + ayyr)
i

+ 08 by is (1 —gy) (1 —%) %+1|y+1‘
und folgliech C

Qy)



az v aa

Ozly = —— 2 Ditteytt tote (1 — @yte) [1 4 @ypepa
Dzy =°
—(1—

q”“) (1 + Gopeprgrer)]
Also- ist

a5y =—= 3 DBt impe (1 — ayis) (1 + Gypipa)— o,

D“t:o

(187)

Die Werte von a:‘,‘; und agy _kdnnen auch be-
stimmt werden, indem man die Rente einfithrt, zahl-
bar an (y), nachdem () invalid geworden. Diese be-

zeichnen wir mit (a%,).

Es ist nﬁmlich
asfy+ (azly) + dls — o, (138)
Ferner ist
“ely = (“zly) - "'wy (139)

Der Wert der eingefiihrten Rente bestimmt sich,
wie sofort erhellt, mit der Beziehung (140)

. a v @ aa .
(azly) = = Eo Detegtt bote (1 —gyte) (1 + aytet1)
22 &
und —
(aziy)

1 oo _
=— f D2t teyte Vot Gype B (141)
zy Ji=0 -

Wir bezeichnen mit
yie == G — Ay
den Barwert der Rente 1, zahlbar nach dem Ableben
von (y) an den Invaliden (x).
ay sei- der Barwert der Rente 1, zahlbar nach
dem Ableben von (y) an den Aktiven (x), gleichviel
ob dieser vor oder nach dem Ableben von (y) invalid
geworden und als Aktiver oder Invalider gestorben.
Es ist demnach
e =0y + iz + G  (142)
der Barwert der Rente 1, zahlbar nach dem
Ableben von (y) an den Aktiven (x), so-
lange dieser aktiv bleibt;

' der Barwert der Rente 1, zahlbar nach dem
Ableben von (y) an den Aktiven (z),
nachdem dieser nach dem Ableben von

_ (y) invalid geworden;

agfz der Barwert der Rente 1, zahlbar nach dem

Ableben von (y) an (z), wenn dieser zur
Zeit des Ablebens invalid gewesen.
Offenbar ist
aa a

- Gylz )
2
; v e
a;fz=7 Z Dﬁ-t’:ﬁt 2z+c( —%) ><
D% &=

[9te (1 + Gopers) + (1 — dyad) (1 + Goget)
— (A —gpo) O + Gopeprgiep)]

WO Gz

“ylz

_a““—a‘:;

(143)

v L~y .
e == 2 Daluytt tats (1 — qx+t )(1 + Goera)

Dy
—a (144)
— 0 @
Gt =—= T Dftte Qyre Pt aheta
Dgy =0 , (145)
27. In Raten zahlbare Renten.
Da
. Ozly = @y — Quzy,
80 ist
—1
, a%—“y )_ag;)_ay—'azy'F 1o me M=
—1
o) =y L (146)
(m) 1
Wy = byt L (147)
Gemiiss Gleichung (135) ist
(zt) - (Z»)
Ozly == By~ — By,
oder wegen (84) 1
=aly+ 2 TR u:“ (148)

Die Gleichungen (148), (138) und _(139) fithren
wegen des symmetrischen Baues von azj, und (az)

zu der Beziehung
(m)

22 —1
azly = aiy + 19 mz Iu:a . (149)
Hieraus folgt -
“Efy = a,:—fy. (150)
Sodann ist wegen (143), (33) und (82)
(m)
a6 24 —1
Gyz = Gy + 19 mz Mo @s1) .
Da
Oyl = Az — Oy,
so ist wegen Gleichung (35) und (84)
(Z') (Z') (:l) e me—1
Gyle = Oz ~— Ozy = Oyl + 55 My (152)
und wegen (142), (151) und (152)
(m) (m) _
(153)

ays’ + dyls = aylz "+ g
28. Die kontinuierlichen Renten. Wir lassen in
den Gleichungen des 27. Abschnittes m unendlich
wachsen und erhalten so unter anderm folgende Be-
ziehungen :

_ 1
Oaly = Galy + 5 Ha (154
) ; 1
E;Iy = a,,ly + '—1? ‘ll:; (155)
1 —
oty = oy + 75 t= (156)



1 = =
oy = dey + 55 =" (157)
Ty = 0y (158)
Durch Verbindung mit den Werten o™ entstehen
die Beziehungen :
- 1
0y = Gaty — g5 Mo (159)
(m) ) 1 ;
aly = Goly — 1o mE Mz (160)
o e 1 (161)
Galy = Gaiy — gz Mo
a:ﬁ; == E:ﬁ; m‘; .u:a (162)
m

oy = Wiy (163)

29. Vollstindige Renten. Soll am Schlusse noch

eine Ratarente im Verhiltnis der abgelaufenen Zeit

ﬁillig werden, 80 ist zu addieren —— A,y, A,,.y,

2
2m A“’ 2m A“’y
die Gleichungen (159), (160), (161), (162) oder (163)
handelt.

30. Vollstandige Uberlebensrenten, die vom Todes-
tag an laufen. Wir bezeichnen die vom Todestag
an laufenden Uberlebensrenten mit d.j,, Wenn es sich
um unvollstindige Renten, mit 3.,, wenn es sich um
vollstindige Renten handelt.

Nach dem Text Book, Kap. XIV, 35, gelten die
folgenden Beziehungen:

d

5™ d —
gty = (1 —m) @y — 8z) + 15,73 Aay

— Jd —
= (l _E%) %y + T3 Aéy
. (m)

Zur Ermittlung von 42}, stellen wir die folgende
Betrachtung an. Sei ¢ das Alter, das (y) erreicht hat,
wenn (x) invalid wird. Dann ist das Alter von ()
gleich (x + % —y). In diesem Augenblick ist die
vollstindige nachschiissige Uberlebensrente

2

A,,y, je nachdem es sich um

&P d\ d <,
ot I—yly = \1 — 5 ) Tt 9y + 15,2 e

Fiithrt man die Wahrscheinlichkeit ein, dass z im
Alter (z 4 ¢ — y) invalid wird, diskontiert und addiert,
80 erhilt man, da das Integral iiber a,.,.,.,y_m gerade

axly, und das iiber A° 1 genau A1 ausmacht.
z+J—y:y
R s

oaz _;i

143  —

Ferner ist = - :
(m) (m) —_
Oaz dai 1 e

a ;
aa:]y = uzly +E‘ A;y. (]65) ‘

Zur Ermittlung von 427 nehmen wir an, o sei das
Alter, das (y) erreichi hat, wenn (x) stirbt. Dann ist das
Alter von (x) gleich (x + ¥ —y). In diesem Augen-
blick ist die Verbindlichkeit eine vollstindige Rente
auf das Leben von (y), also gleich:

(m) d\- J
fy—(1— 335) 3 + T
P J — Jd —aa
fely = (1 _m> Gy + 2wt 2o
Der letzte Summand ist klein. Angenihert ist

(166)

dzly = (1 — %) Baly- (166%)
Sodann ist:
(m) (m)
aﬂcly— dzly + A (167)
Aus (164) und (166) folgt. ’
o O\ 4 d _a :
Oy = (1 - W) azly + 1ome A;y (168)
und aus (165) und (167):
m o m g, :
Baly== dzly + o (169) -

) —a i - .
azy und Al konnen direkt aus day, Gy, Asy
und A%, berechnet werden.

31. Die aufgeschobenen Renten auf zwei Leben.
a. Die Verbindungsrente.
Gemiss der Bedeutung von , a., ist
— D-'ffl-n y+n

n| By = D., az—l-n syt (170)
w = 2*—;—+ hmytn (D)
— D_
ol Oy = —%’fﬂ a5 vino (172
nl Gy = —”%am az-m ytny  (173)
zy

wobei , a2y den Barwert der Rente 1, zahlbar wih-
rend des Zusammenlebens des Mannes (x) und der
Ehefrau (y) bedeutet, beginnend mit der Invaliditit
von (z). Wird der Mann in den # ersten Jahren in-
valid, so entsteht kein Anspruch auf Rente.

Ferner ist

Da-A-n yin

— L Gatay e (174)
D”y

a
n| Qzy =



Die durch (174) bestimmte Verbindungsrente fingt
nach » Jahren zu laufen an, ist also nach (2 4 1)
Jahren zum ersten Mal fillig. Ist (x) aber in den =
ersten Jahren invalid geworden, so ist der Anspruch
auf Rente erloschen.

Soll die Invaliditit in den ersten » Jahren nicht
zum Verlust der Rente fithren, und bezeichnen wir
den Wert einer solchen Verbindungsrente mit  azy,
so haben wir _ _

il G2y = n) Gy ~+ o) Gy (175)
und

ol Gog)-  (176)

ol Gy = nf Gy + — (nlalzy

Zur Bestimmung von M,afg; gelangen wir durch
die folgende Uberlegung.
Von I;* I, Eheparen leben nach » Jahren noch
o lygz)

(Zi’;,_,. bytn — lf: by 2 A
: £

Ehepaare mit invaliden Minnern.
Der Barwert der an sie auszurichtenden Renten
ist, auf ein aktives Ehepaar berechnet :

1 (7 T, lotn s .
v* —ly(lz-l-nly+n—mly i 1, >“z+ny+n
'z ¢
oder )

1 D ( % 77 Dotniytn i
— ———(Denlyyn—Dz 1 —2”——)“ a
D‘;Z D?H—my—l—n Y Y Dzy !

oder

M =y
Dzy
Folglich erhalten wir

1 D%,
a® = aa,z + (_____
] ty nf Cay D Diim: vim

(177)

Dz—l—n y+n— Dy )nl A

b. Die aufgeschobene Uberlebensrente.

Es interessieren uns insbesondere die Renten,
welche an die Bedingung gekniipft sind, dass das
Uberleben nach der Aufschubszeit erfolge.

Je nachdem das Uberleben dann erfolgt, wenn
der Aktive (x) aktiv oder wenn er invalid ist, unter-
scheiden wir aufgeschobene Aktivitits- und Invaliditits-
- Uberlebensrenten.

Es ist nun
. Dors.
o] Gly = —”B:fl Gotniyin  (178)
p D
n| dzly = _z-'l;:—y-m Tz tnlytn (179)
.

144 —

[— D —
ol Oy = R 3% (180)
zy
3 ;5 -_
ol Oy = — 2R G2 e (181)
zy
oty =D g as)
Dzy
Insbesondere ist auch
(m) .
m2 —1 D
ol Gzly = & Galy + eniyin 0o . (183)

12m* o
32. Die mit den Dienstjahren steigende Aktivitiits-
und Invalidititsiberlebensrente. Betrigt die Rente,
wenn der Tod oder die Invaliditit nach n vollen
Dienstjahren eintritt, 7, nach (» 4 1) vollen Dienst-
jahren (r 4-a), nach (2 4+ 2) vollen Dienstjahren
(r+ 2e), nach (4 ¢) vollen Dienstjahren (r 4 ze),
so ist der Barwert der Rente beim Diensteintritt
Gz pnlytn

DM
(Ve @)y —r =T

zy
aa
+a Deintajytnts
=~
2y

=
e Datnto:ytnise
2

a -
Cztntilytetl

a .
Az tntolytnte
=y

DX nteytnte o
+- ”“T G tntely+nte
xy

=
=7+ o Gzly + 21 e daly (184
&=

und ferner
(m)

(V2] @)ziy = (V| @)zjy +

12 m2 [ Dz-l-ﬂ ytn !‘:a

&= —
+e 21 D&nteytnte #z+n+s]- (185)

Der zweite Summand ist klein und liegt zwischen
den Grenzen.

1 p—
0 und 12 D= [" Dw—l-n sytn Mz
xy

+ gl D%y -yinte uﬁa+] (186)

Sieht man vom Restglied ab, so wird
. (m)
(ve] @)z)y = (V2| @)zjy durch die Gleichung (184) bestimmt.
Die Summanden von (184) bestimmen sich gemiss (182).

Ziirich, im August 1906.




