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Zur mathematischen Theorie der Invaliditätarskhernng. 
Der Schweizerischen Lebensversicherungs- und Rentenanstalt zum bevorstehenden fünfzigjährigen Jubiläum gewidmet 

Von Dr. G. Schaertlin, Zürich. 

Der Gegenstand der vorliegenden Arbeit hat den 
Yerfas8er seit längerer Zeit beschäftigt. Schon früher 
hat er in einem Aufsatz *) : „Über die Höhe der finan­
ziellen Belastung, welche durch die Altersversorgung 
der eidgenössischen Beamten und Angestellten voraus­
sichtlich hervorgerufen wird", die Beziehungen zwischen 
den Rentenbarwerten aufgestellt, die im Abschnitt 6 
dieses Aufsatzes entwickelt werden. Der unseres Wis­
sens dort zum erstenmal festgestellte Zusammenhang ist 
seither wiederholt von andern Autoren untersucht und 
nachgewiesen worden. Yon den uns bekannten Ar­
beiten, welche sich damit beschäftigen, sind, ohne dass 
wir Anspruch auf Vollständigkeit machen, zu erwähnen: 
ein Aufsatz von F. Möller *) über Invaliditätsversicherung, 
ein Gutachten von Dr. Ch. Moser3) über Invaliden- und 
Altersversicherung, ein Aufsatz von Dr. J. Eggenberger4) 
über die Mortalitäts- und Invaliditätsverhältnisse der 
bayerischen Bergleute, und endlich die Arbeit von 
E. Hamza5) für den Kongress der Yersicherungsmathe-
matiker in Paris. 

Leider wird der schöne Aufsatz von Hamza durch 
einige wesentliche Fehler entstellt und fallt er durch 
die Verwendung der gewöhnlichen und hernach der 
„unabhängigen* Sterbenswahrscheinlichkeiten und In­
validitätswahrscheinlichkeiten der Aktiven in zwei Teile 
auseinander, die in keinen Zusammenhang miteinander 
gebracht sind. Diese Spaltung ist nicht nötig und liegt, 

*) Zeitschrift für Schweizerische Statistik, XXV. Jahrgang, 
1889, Seite 225. 

*) Assekuranz-Jahrbuch von A. Ehrenzweig, XVULL Jahrgang, 
Seite 61. 

3) Invaliden- und Altersversicherung, Seite 59. Bern, :Neu-
komm & Zimmermann. 

4) Zeiischrift für die gesamte Versicherungswissenschaft. 
Dritter Band, Seite 228, und vierter Band, Seite 129. 

5) Documents. Troisième Congrès international d'Actuaires, 
Paris. Note sur la théorie mathématique de Passurance contre 
le risque d'invalidité d'origine morbide, sénile, ou accidentelle. 
Seite 154. L. Dulac, éditeur, Paris. 

wie aus un8ern Entwicklungen hervorgeht, nicht in 
der Natur der Sache. 

1. Eine Gesamtheit von lw Personen des Alters w 
sterbe nach einer bestimmten, bekannten Absterbe­
ordnung. Die Gesamtheit zerfalle in der Folge in 
zwei verschiedene Gruppen: in eine Gruppe von Ak­
tiven und in eine Gruppe von Invaliden. Von den 
Aktiven, die im Alter w noch die Gesamtheit aus­
machten, treten die mit fortschreitendem Alter invalid 
Gewordenen aus und zu den Invaliden über. Diese 
Gruppe, deren Zahl beim Alter w gleich o war, ver­
mehrt sich um die invalid Gewordenen und nimmt 
um die Zahl der durch den Tod Ausscheidenden ab; 
sie wird anfangs zunehmen, ein Maximum erreichen 
und dann abnehmen. 

Die Gruppe der Aktiven nimmt ab, einmal um 
die invalid werdenden und sodann um die während 
ihrer Zugehörigkeit zu dieser Abteilung sterbenden 
Mitglieder. 

Die Absterbeordnung der Invaliden wird im all­
gemeinen von derjenigen der Gesamtheit aller Personen 
verschieden sein. 

2. Die unmittelbare Beobachtung habe zur Er­
mittlung der folgenden Werte für die verschiedenen 
Alter x gefuhrt. 

Es seien uns bekannt: 
qx, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mitglied der Ge­

samtheit im Laufe des (x -f-1). Jahres sterbe, 
q^j die Wahrscheinlichkeit, dass ein Invalider im 

(x -f-1). Jahre sterbe, 
ix, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver im (x -{- 1). 

Jahre invalid werde. 
Hieraus leitet man, von lw ausgehend, in bekannter 

Weise die Aktivitätsordnung ab, nämlich die Reihe der 
Zahlen t^ der in jedem Alter lebenden Aktiven und 
die Reihe 1% der Invaliden jedes Alters* 
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Es ist nämlich: 

2 =o 

Ê+2 = C|-l He+l ( 1 |̂—) + C f 1 (1 ^L+l) 

I™ —7 

jaa 7 -di 
«u>4-l *«>4-l "to W*fl «4-1 ÏW+1 

jaa 7 -A\ 
&«H-2 «H-2 &«c-j-2 

(i) 

Dabei ist der Annahme gemäss: 

t=C i + tf. (2) 
Von der Reihe der Invaliden, deren Glieder wir 

mit Vt bezeichnen, ist wohl zu unterscheiden die Ab­
sterbeordnung der Invaliden, deren Glieder man er­
hält, wenn man eine Anzahl Invalide & des Alters x 
absterben lässt, ohne dass neue zutreten. 

3. Die folgende Entwicklung will nun mit den 
Werten lXJ Ç0 und &*, unter Beiziehung der Funda-
mentalgrö8sen ix und qx (oder tx\ die Grundwerte der 
Invaliditätsversicherung darstellen. 

Zu diesem Behufe sind in erster Linie die folgender-
ma8sen zu definierenden Fundamentalwerte herzuleiten : 

<j£*, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Alterst 
im fiolgenden Jahre als Aktiver (ohne vorher 
aus der Gruppe der Aktiven ausgeschieden zu 
sein) stirbt; 

p%*, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Alterst 

das folgende Jahr als Aktiver überlebt; 

qx
l
7 die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Alterst 

im folgenden Jahre invalid wird und hernach 
im gleichen Jahre stirbt; 

p™, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Alters x 
im folgenden Jahre invalid wird, dieses Jahr 
aber überlebt; 

g£, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Alters x 
im folgenden Jahre stirbt, sei es im aktiven, 
sei es im invaliden Zustand; 

_p£, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Alters x 
das folgende Jahr überlebt, sei es als Aktiver, 
sei es als Invalider. 

Da qx und p% entgegengesetzte Wahrscheinlich­
keiten sind, so besteht die Beziehung 

fl5+jp; = i . (3) 

Die Wahrscheinlichkeit, invalid zu werden und 
hernach zu sterben, bildet zusammen mit der Wahr­

scheinlichkeit, invalid zu werden und zu überleben, 
die Wahrscheinlichkeit, invalid zu werden. Also ist 

qf+pf = ix. _(4) 

Ebenso bilden die Wahrscheinlichkeiten q™ und 
px

a zusammen die Wahrscheinlichkeit, nicht invalid zu 
werden; daraus folgt: 

g r + K ^ l - i a , (5) ' 

Die Addition der Gleichungen (4) und (5) ergiebt 

&+pf+&+p?=i- (6) 
Ferner ist nach der Definition der Fundamental-

grös8en 

und 
deb i cut a 

ix + ÌX = 2* (7) 

P?+P? = pl (8) 

Die Reihen der Ç" und lx werden aufgestellt unter 
Benützung der sich selbst erklärenden Beziehung 

qf = ^ . (9) 

Werden daher die Reihen der lx, 4 , £ T und % 
als gegeben der Rechnung zu Grunde gelegt, so ist 
Gleichung (9) als Identität aufzufassen. 

4. Zu den Fundamentalbeziehungen zwischen den 
eben definierten Wahrscheinlichkeiten und den Werten 
von lXi 1%? und ll

x gelangen wir durch die folgende 
Überlegung. 

Yon den lx Lebenden des Alters x sterben im 
folgenden Jahre lxqx Personen. 

Zu derselben Zahl gelangen wir durch Ermittlung 
der sterbenden Aktiven und Invaliden. 

aa 
lx-Als Aktive sterben : t^ q" 

Als Invalide sterben: 

1. von den J™ Aktiven: t™ <&\ 

2. lx Invaliden: 1%qx. ti 7) 

Also ist 

lxqx=Cqf + ^qf+iqi 
und wegen Gleichung (7) 

lx qx = Tx q% -f- Vx g£, 

oder bei Benützung von Gleichung (2) 

(10) 

(11) 

Also ist 

e * ( « „ - a S ) = « ( f l £ — & ) . (12) 
Aus den Gleichungen (10) und (2) folgt 

jii 

q%i = qx-q^ + ^-(qx-qx). (13) 
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Substituiert man für lx den Wert, der sich aus 
Gleichung (2) ergiebt, so findet man 

ai i aa ^x / i \ 

qx = qx — qx — - = - (qx — qx)- (14) 

Da die Zahl der von lx Personen das folgende 
Jahr Überlebenden gleich sein muss der Summe der 
überlebenden Aktiven und Invaliden, so erhalten wir 
ohne weiteres für die Lebenswahrscheinlichkeiten Be­
ziehungen, die den Gleichungen (10) bis (14) analog sind. 
Ähnliche Betrachtungen wie vorher führen zu den fol­
genden Gleichungen: 

ixPx = &(p£ + pf) + ipi (15) 

lxPx = T?pax + lHpÌ (16) 

C (Px -pl) = %(pi -Px) (17) 

pf = Px — pf + - S r ÌPX - Px) (18) 
Z aa 

x 

pf =pi-pf k- (p% —Px). (19) 

Statt der Lebenden lx, 1%a und ll
x können in den 

Identitäten (2) und (10) bis (19), ohne deren Gültigkeit 
zu zerstören, die diskontierten Zahlen D^ , Tfx und D" 
eingesetzt werden. 

5. Stellt man die Betrachtungen, welche zu den 
Gleichungen (10) bis (19) geführt haben, statt für das 
Jahr als Zeiteinheit, für den Zeitabschnitt dx an, so 
gelangt man zu den Beziehungen zwischen den Sterbens­
und Invaliditätsintensitäten einerseits, den Lebenden 
Zx, fx und tl anderseits. 

Bekanntlich hat die Sterbensintensität inx, auf die 
Zeit dx bezogen, also der Wert tax dx, dieselbe Be­
deutung, wie die Sterbenswahrscheinlichkeit qx für die 
Zeiteinheit von einem Jahr. 

Es ist also 

lx f.lx dX = lx vx-\-dx === & ^xj 

woraus 
1 dlx 

lx dx 
Angenähert ist 

8 (lx-1 — h+i) — Qx 2 — lx+2) 
!ix~ 12lx 

(Text Book, Kap. II, Art. [40].) 

Wir bezeichnen im folgenden mit fix die Sterbens­
intensität der Mitglieder der Gesamtheit, mit / 4 die 
Sterbensintensität der Invaliden im Alter x. 

it% soll die Intensität des Ausscheidens aus dem 
aktiven Zustande infolge Todes oder Invalidität bedeuten. 

Die Werte von ,ux stimmen überein mit den Sterbens­
intensitäten aus einer Absterbeordnung, deren Lebende 
mit der Zahl der Aktiven der Aktivitätsordnung über­
einstimmen. 

Es ist also 
_ 1 dlx 

i 1 d lx 

* •——£-23T_ 

t. = i^iÇL (20) 
*"x ioa dx 

Endlich bezeichne vx die Invaliditätsintensität, also 
den Betrag, welcher, mit der Zahl Ç" der Aktiven 
und der Zeit dx multipliziert, die in dieser Zeit dx 
entstehenden Invaliden liefert. 

Wir stellen nun dieselben Überlegungen an, die 
uns im 4. Abschnitt zu den Gleichungen (10) bis (19) 
geführt haben. 

Von den lx Lebenden der Gesamtheit sterben in 
der Zeit dx 

lx ux dx. 

Zu demselben Betrag muss man gelangen, wenn 
man für die Zeit dx die Zahl der gestorbenen Aktiven 
und Invaliden ermittelt. 

Von den l%a Aktiven scheiden in der Zeit dx 
überhaupt, durch Tod oder Invalidität, aus 

Hiervon fallen für uns ausser Betracht die invalid 
Gewordenen, welche nicht sterben, sondern die Zeit dx 
überleben. 

Ihre Zahl ist 

Von den vorhandenen t£ Invaliden sterben 

fx f.ixdx. 
Hieraus folgt 

lx iUx dx = ì? i4 dx—Cvx dx (\—^>j + g£ dx. 

Also ist _ 

& = Vx + rx + ~^=r (ßx /£) . 

Hieraus folgt _ 

vx = (x% — fix + -4=- (fil — ,«*), (21) 

oder 

v* = t*x— vi ^=- (ßx — kux). (22) 
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Man bemerke, dass die Gleichungen (21) und (22) 
bestehen, auch wenn man in dem Ausdruck für die 
invalid gewordenen Aktiven, welche die Zeit dx über-

i 
leben, für ^ eine andere endliche Funktion von txx 

einführt. 

Die Gleichungen (21) und (22) gestatten eine leichte 
Berechnung der Invaliditätsintensität, wenn, wie anzu­
nehmen ist, \ix, fix und ßx berechnet sind. 

Bezeichnet man endlich mit p™ die Sterbensinten­
sität der Aktiven, so muss, da nach Gleichung (5) 

aa I aa i « -t 

Px +Qx +lx= 1, 
auch 

(1 — Px dx) -\- nx
a dx-\-vxdx=l sein. 

Also 
a aa i 

Vx = Vx +V*-
(23) 

6. Die Invaliditätsrente. Es sei der Barwert der 
Invaliditätsrente 1 für einen Aktiven des Alters #, 
zahlbar zum erstenmal zu Beginn des auf das Inva-
lidisierungsjahr folgenden Jahres zu ermitteln. 

Es sei 

ax der Barwert der nachschüssigen Leibrente 1 für 
ein Mitglied des Alters x der Gesamtheit; 

ax der Barwert der nachschüssigen Leibrente 1 eines 
Invaliden ; 

aT der Barwert der Leibrente 1 eines Aktiven, zahl­
bar so lange dieser aktiv ist; 

dx der Barwert der Leibrente 1 eines Aktiven, zahl­
bar nachdem dieser invalid geworden, während 
der Dauer der Invalidität, erstmals zu Anfang des 
auf das Invalidisierungsjahr folgenden Jahres; 

ax der Barwert der nachschüssigen Leibrente 1 eines 
Aktiven, zahlbar so lange der Aktive als Aktiver 
oder Invalider lebt. 

Dann ist offenbar 

aZ = af + ax
1. (24) 

Im weitern bestehen zufolge der Definitionen die 
Identitäten 

lx Cbx = ^x1 d* + S &x> (25) 

Oder wegen Gleichung (2) 

und 
£c* (0>x dx) = lx (dx — CLX) 

r 
^x 

ax =ax — ax -\ — (ax — ax) 

ax = &x — ax = (ax — a^). 

zr 

(26) 

(27) 

(28) 

a? kann auch folgendermassen bestimmt werden: 

Von 1%a Aktiven werden invalid und überleben das 
Invalidisierungsjahr 

CÌX(I-4-)-

Der Barwert der an sie auszurichtenden Renten ist 

»Ci*(l - - f^+^+O-
Der Barwert sämtlicher Eenten ist 

f v*1 è« w* (i —%*-) (i+«i+*f o-
Der Barwert der Eenteneinheit ist also 

i 

at=A= 1 I)x+ti*+t(l--*¥-) (1 + ai+t+i). (29) 

Der Definition von a%* gemäss hat a£* keine reale 
Bedeutung: denn vor der Invalidisierung kann keine 
Invalidenrente ausgerichtet werden. 

Man wird daher bei der Invaliditätsrente, deren 
Raten mit dem Versicherungsjahre fallig werden, sich 
der Ausdrücke ^vorschüssig* und ^nachschüssig" zu 
enthalten haben. 

7. Die beiden im Abschnitt 6 entwickelten Aus­

drücke für a™ sind identisch. 

Im folgenden soll der Ausdruck (29) in die Form 
(27) übergeführt werden. 

Nach (29) ist 

i%a - I v ? ; • & + 1 

\ 2 ' 6+1 

^vHf^2ix+2U^É±Ly^ + v ^ ^ ' ' ' 

+... 
Setzt man statt t^ ix ( l—"TT h diso stetfc der im 

(x -f-1). Jahr invalid werdenden und das Invalidi­
sierungsjahr überlebenden Aktiven, den gleichwertigen 
Ausdruck 

— — V-
JÜ Jl, 

t 
so wird das erste Glied der ersten Zeile des Klammer­
ausdruckes : 

*X 
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Das zweite Glied der ersten Zeile und das erste 
Glied der zweiten Zeile geben: 

t 
"x+1 lx+1 

= V>(l%+,-lxi^)-
'x 

Das dritte Glied der ersten Zeile, das zweite der 
zweiten Zeile und das erste der dritten Zeile geben : 

V 6+1' ^+2 

Es ist also 

J** 1 
ax =-= c 

-Qx-% 

oder, da 

^ 4 + i + ^ 4 + 2 + t ; 3 4 + 3 + . . . 
7' 

i 7 7 0 « 
VX VX J 

so ist: 

— (vFx 
a 

'x+1 d£ = ^=-[v lx+i + V2 lx+2 + 
C 

+ v*c+2+...)-(ix-r[a)dxi 
Demnach ist : 

ax =-=dx-
„aa 'x lx i 

ax r=— ax %* 

ax =ax — ax -j-^(ax—axh 
IT 

was nachzuweisen war. 

8. Die in unterjährigen Baten zahlbare Eente. 
Ebenso wie die Identität (27), besteht die folgende: 

(»)' (**) fî (m) 
ai (m) aa i *>x /„(m) i x / O A X 

ax =ax — Ox +-=-(ax — ax ). (30) 
r Ç») 

ai ax bedeutet die in Raten von — je zu Anfang 

des Zeitabschnittes — zahlbare Rente ; die erste Rate 
m 7 

ist zahlbar zu Anfang des auf den Invalidisierungs-
ab8chnitt folgenden Zeitabschnittes. 

Nun ist aber, (Text Book, Kap. IX, Art. 22), 

(«) m _ 1 
ax =ax-j-

m* 

wo 

2 m 12 m2 

â = log nat (1 + t). 

C L + C J ) , (31) 

Entsprechend ist 

a* = a* + -TiT 
(m) _ 
aa aa , M A 

ax =(ix 

m* 1 , t 
12 m2 

m 2 — 1 

Oi + d) (32) 

2m m^^+v. (33) 
Durch die Substitution in Gleichung (30) erhalt 

man unter Berücksichtigung von Gleichung (21) 
(m) 

Q>x = &x 
al . mz 

12 m2 (34) 

oder in erster Annäherung, die für die Praxis meistens 
genügt: 

(34*) 
im) 

• a x . 

Ferner ist 
(m) (m) w v- / _ | 

a „aa i „a i „oo. i "v ± 

ax = ax +ax =ax H — 2 w 
mö 1 
12 m2 <f£+<9 

ax-

Und wegen Gleichung (23) 

a , m — 1 »re*—1 

m' 
12 m* 

2m 12 m9 c«r+<D- (35) 

9. Die kontinuierlichen Beuten. Für den Fall m 
= o o gehen die im vorausgehenden Artikel behan­
delten Renten in kontinuierliche über. 

Wenden wir die Bezeichnung ~äx für d^ an, wenn 
m ins unendliche wächst, so gelten die Gleichungen 

äx =ax + - g • j2^ l *"M) 

—aa aa • •*- / * i J \ 

ax =ax +Y~ 12 v** + d) 

—at az t 
12 

öS = a ° - f — —(ß™ -\- a). 

(36) 

(37) 

(38) 

Aus den Gleichungen (31) bis (35) in Verbindung 
mit (36) bis (38) folgt: 

1 . 1 
ax — ax-

(m) 
i S 

ax =ax-

2m 

1 

12 m2 (,<x+ê) (31-) 

2 m ' 12 m2 v ' ' v y 
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(m) 
aa —aa 

ax = CL, ?-T*+m*<*+*> « 
(m) _ 
ai —ai 

ax = a 
(m) 

12 m2 x (m 
a% = ^ - 2 i T + Ï 2 5 ? ^ + d>- ( 3 5 a ) 

Die Formeln (36) bis (38) geben, wenn der Zinsfuss 
gleich 0 gesetzt wird, die vollständige mittlere Lebens­
dauer eines Aktiven, (38), die Zeit, welche er als 
Aktiver, (36), und die Zeit, welche er als Invalider 
verlebt, (37). 

10. Kapitalversicherung auf den Todesfall und 
den Invaliditätsfall. Die Kapitalversicherung 1 auf 
den Todesfall, fallig am Schlüsse des Todesjahres, hat 
den Wert 

Aa. = l — d{l-\-ax), 
wo 

d=- iv=l V. 
1+» 

Demgemäss ist auch 

AÌ = 1 _ d(l + ax) (39) 

der Barwert der Kapitalversicherung 1 für den Inva­
liden (x). 

Es liegt nahe, auch die Aktivitätsordnung wie 
eine Sterbetafel zu behandeln und die Bedeutung des 
Ausdruckes 1 — d (1 + dx) zu untersuchen. Wird 
die Aktivitätsordnung in dieser Weise verwendet, und 
berechnet man den genannten Ausdruck, so gewährt 
man jedem Ausscheidenden am Schlüsse des Aus­
scheidungsjahres das Kapital 1. Der Aktive erhält also 
die Versicherungssumme 1, wenn er als Aktiver stirbt 
oder wenn er als Invalider ausscheidet. 

Der Ausdruck 1 — d (1 -|- oT) ist daher der Bar­
wert des Kapitals 1, das dem Aktiven im Invaliditäts­
fall, oder vorher im Falle des Absterbens gewährt wird. 

Den Wert der Leistung im Invaliditätsfall bezeichnen 

wir mit (A*2), den Wert der Leistung im Todesfall 

allein mit AT. Es ist also 

A™+(Af) = l - d ( l + af). (40) 

Der "Wert von (A**) kann direkt bestimmt werden. 

Es ist 

îvx+tlHtix+t ïvf+tix+i 
(j£) = v '-=* = = „ .«-• (41) 

Ferner ist 

x jaa 
V lx 

A.x
a=v 

D: aa 
x 

Dx+tQ.x+t 
t=o (42) 

Der Wert A* der Versicherung 1 für einen Ak­
tiven (a?), zahlbar wenn dieser stirbt, sei es als Aktiver, 
sei es als Invalider, berechnet sich wie folgt. 

Es ist definitionsgemäss 

*X -&-X ~ | VX -&-X vx -&-X' 

Hieraus folgt 

T°?ka
x = lx[l-d(\ + ax)]-% [l-d(l+ax)} 

= lx- i—d [lx(1 + ax) - lì(l + ai)] 

= IT— d • IT (1 + a%). 

Also ist 
A ; = 1 — r f ( l + a S ) . (43) 

Den Wert von A^, den Barwert der Versicherung 1 
für einen Aktiven, fällig, wenn dieser, nachdem er 
invalid geworden, stirbt, bestimmen wir aus der Iden­
tität 

jaa , *aa , A <rôv , fi LÌ j A 
VX y-^-X n ^ -&-X ) H^ vx JÌ& Vx JÌ4C 

(A. —AÌ) , (44) 
jll 

-&-X — -n-x -&-X "1 

oder 
VX 

Aai ki koa tx 

x -^X -&-X 
•(Ai — A . ) . (45) 

D: aa 
x 

IT 
Will man endlich noch feststellen, welche Bedeutung 

dem Ausdruck 1 — d aa
x beizulegen ist, so gehe man 

auf Gleichung (43) zurück. Danach ist 

A£=l — d^ + af + al1) 

A.% = 1 — d (1 -f- dx) — daT, 

oder nach Gleichung (40) 

A* = i—d(\ + di) -1 + Ar+(K^+d. 

Also ist 

lË + jg = — d£ + À? + (À£). 

Hieraus folgt 

daf=(Ax
1) — A%\ (46) 

da™ stellt also die Einbusse dar, welche der 
Aktive (x) erleidet, wenn ihm statt der Kapitalver­
sicherung 1, zahlbar im Invaliditätsfall, eine Kapital­
versicherung geboten wird, die fallig wird, wenn er 
als Invalider stirbt. 

11. Soll das Versicherungskapital, statt am Schlüsse 
des Versicherungsjahres, zur Zeit des Todes bezahlt 
werden, und bezeichnen wir den Barwert einer solchen 
Versicherung mit Kx, so ist 
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Ä — — A 

(Text Book, Kap. X, Art. 7.) 

Entsprechend ist 

A B • A * 

Da 

oder 

und auch 

7 A f*> A« I ]U Ki 

VX ^~X vx JX.X ~ p vx J±.x 

7 A l — 7aa A a I I « A2* _ L 
«'« -^a; "~ö~ — &a; -&-X ~T~ lx -&-x * 

vx A Ä •=CA ° f + tf Ai * <? ' 

so folgt durch Subtraktion der beiden letzten Glei­
chungen 

oder 

o = rx
a(Aa

x-K-j-% 

-CV-« ~T~ -^X' (47) 

Verteilen sich die invalid Werdenden gleichmässig 
übers Jahr (Gleichung 9), so ist 

(A?) = - j - (A?). (48) 

Erfolgt die Ausscheidung aus der Aktivität gleich­
förmig über das Jahr, so ist 

und wegen (48) 
aa fr A aa 
x — 4 Aa; 

(49) 

(50) 

und endlich wegen der Identität 

Ä?=Ä*-Ar+-L(Ä* At) 

A«» * A a î 

A x — - ^ - A x . 
(51) 

12. Die vollständigen Benten. Wird beim Tode 
des Rentners noch eine ßatarente im Verhältnis zur 
Zeit von der Fälligkeit der letzten Bente bis zum 
Tode gewährt, so liegt eine vollständige Rente vor. 
Ihren Barwert bezeichnen wir mit äx. 

Es ist 
o(m) „im) , _ 1 _ T tlx 

2m 
SW „ W l J _ A 
a Ä — - a x -f- 0 A M Ä « 

oder auch 

12m» 

(Text Book, Kap. XI, Art [18].) 

o ( « ) _ - / i _ M i ^_ 
aa: — «* ^ — 2 1 » ; "»"12m*" 
(Text Book, Kap. XI, Art. [19].) 

(52) 

(53) 

Demgemäss ist auch 
im) im) 1 t 

-- - .^ ~Ti Vx 
a*-a* + 2 ^ A * ~ ~ Î 2 ^ 
(m) 

Ferner besteht die Identität 

12m2' 

(54) 

(55) 

— im) im) 
7 o im) jaa oa i -tii oi 
vx Ux = lx ax -f- 6a; UX, 

oder wegen den Gleichungen (52) und (54) 

jaa oa — lja~a _i_ jTi\ im) l ~Ä ^x 

lx ax - \tm + ixj {ax -t- — A x - j ^ 2 

vx 
W 1 _ - J • 
üx+2mAx 12m\ 

Und wegen der Gleichungen (21) und (23) 

im) &n) \m) <<m) 1 -, , jn 7n 
oa s*a \ \ a I \ vx vx i \ 
ax = a* + 2m ** ~ 12^« [ßx+ ~^ ^--jïi'11*) 

(56) 
(m) 
oa 
Ux '-

im) , 
a i *• ~Ta 

a* i ö H -^x 

1 uaa 

2m~x 12m2' °\ 

oder wegen der Gleichung (35a) und da 

A" * —a 

im) 
oa 
Ux -- r*(l- ^) + m? w 

Im weitern ist zufolge einer Entwicklung ent­
sprechend der des Text Book, Kap. XI, Art. [18] 

im) (m) -, _ _ 
oaa „aa I _ k*"1 

ux —a,x -r 2m '• 
aa 
x 

aa 
Vx (58) 

12m2* 
M 

Dieser Herleitung gemäss stellt aa
x den Barwert 

einer vollständigen Aktivitätsrente dar, bei welcher im 
Todesfall, nicht aber im Invaliditätsfall, eine Batarente 
im Verhältnis der seit der letzten Rentenzahlung ver­
flossenen Zeit gewährt wird. 

Aus den Gleichungen (56) und (58) folgt: 

W im) 
oai oa 

W im) 
oax oa oaa a i 
ux = ax — ux = ax -+-

im) 
2m A * 

1 a 
12m2 **» 

l ^ a a i 1 ~k€ba 1 ö ä \ 

im) 
oai 
Ux : 

im) 
ai i J _ T*< 

a * + 2m ** 

Und wegen Gleichung (34) 
( - - __-

o ai ai i J- 1 « t 

"* - a* + 2ïn,Ax + 
oder wegen Gleichung (37) 

m8—1 
12m2 

(^. I _ ^ 1 . 
oaz —ai i^ x i a t 

»* — ax -f- 2 ^ A» 12w}2 

(59) 

(60) 
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(m) 

ax
l ist der Barwert einer vollständigen, in Raten 

1 * 
von — zahlbaren Invaliditätsrente 1 eines Aktiven (x). 

m 

Die erste Kate von — ist zahlbar im Lebensfall zu 

Anfang des auf den Invalidisierungsabschnitt folgenden 

Abschnittes von — eines Jahres. Stirbt der invalid ge­
rn 

wordene Aktive im Invalidisierungsabschnitt, also ohne 
den nächstfolgenden Abschnitt zu erleben, so ist eine 
Teilrente im Verhältnis der seit dem Anfang jenes 
Zeitabschnittes verflossenen Zeit (also nicht im Ver­
hältnis der seit der Invalidisierung verflossenen Zeit) 
zu gewähren. 

Bemerkung. Will man eine vollständige Aktivitäts­
rente 1 so bilden, dass im Todesfall und im Invaliditäts­
fall eine Schlussrente gewährt wird, und bezeichnet 

im) 

man ihren Barwert mit (a^)^ so erhält man ihren 
Wert aus der Aktivitätsordnung gerade so, wie den 
Wert einer vollständigen Leibrente aus der Absterbe­
ordnung. 

Es ist also: 

(a 
aa^ aa • •*-
im) 

oaa 
x 

oder 
)=ar+à(Ar + (AT))-

« _ / A \ 
/oaa\ —aa -, ° \ 
(ax) = ax [1-^)-

Vx 
12m* 

12m2 
(58a) 

(TO) im) 

(ax
a)i die wir mit (ax

l) bezeichnen 
wollen, stellt den Barwert der vollständigen, in Raten 

im) 
Die Differenz a% 

von — zahlbaren Invaliditätsrente 1 eines Aktiven (x) 
m 

dar, wobei als erste Rente eine Rate im Verhältnis 
der Zeit von der Invalidisierung bis zum Schluss des 
Invalidisierungsabschnittes gewährt wird. 

Stirbt der Invalide im Invalidisierungsabschnitt, 
so wird als Schlussrente eine Rente im Verhältnis der 
Zeit von der Invalidisierung bis zum Todestag geleistet. 

Definitionsgemä8S ist 
TO) (TO ( T O ) 

(oai\ oa (oaa\ 

\ax ) = Ux — \ax h 

oder wegen der Gleichungen (57) und (58a) 

M = ö f ( l - ^ ) . (60a) 

13. Die Invaliditätsrente, bei welcher die Renten­
zahlung/ sich nach dem Moment des Eintrittes der 
Invalidität richtet, wird einen von den beiden im Ab­
schnitt 12 berechneten abweichenden Wert haben. 

im) 

Wir bezeichnen mit aT den Barwert einer in Raten 
zahlbaren vollständigen Leibrente, wobei die erste Rente 

— eines Jahres nach der Invalidisierung bezahlt 

werden soll. 

Findet die Invalidisierung im Alter # statt, so ist 
die in diesem Moment entstandene Verbindlichkeit 
{TO) 

wobei gemäss Gleichung (55) 
(TO) 

('-£)+ â 
12 m2 

Führt man die Wahrscheinlichkeit ein, dass die 
Invalidisierung im Alter ih eintritt, diskontiert auf das 
Alter x und integriert, so erhält man 

(TO) b:"=(i-i)r^^^y"a'^ ax 

r * 
' v az 

12 m2 
J 1 jaa # - 'v& d& 

Der Wert des ersten Integrales ist, wie die Be­

trachtung von Gleichung (29) lehrt, ö£*, der des zweiten 

ist gemäss Gleichung (42) gleich (Ä^% 

Also ist 
(TO) 

Sai =0-^)^+ d ,Taì 

2m> 

oder sehr angenähert 
(TO) 

âf=(l 

12 m2 

à \ __ni 

2m 
ax. 

(AT), (61) 

(61*) 

Man vergleiche hierzu die Bemerkung zum Ab­
schnitt 12. 

Soll die erste Rente im Betrage von — mit der 

im) 

Invalidisierung fallig werden, so ist zu aT noch zu ad­

dieren der Betrag — (A.f), so dass der Barwert dann 

beträgt 
im) 

gai 
ax -b-Yï)** 1 2 m + J ( A f ) . 

12 m2 (62) 

14. Die aufgeschobene Invaliditätsrente. Findet 
ein Aufschub in der Weise statt, dass die Invalidität, 
wenn sie in den ersten n Jahren eintritt, keinen 
Anspruch auf Rente geben soll, so ist der Barwert 
des Anspruches nach n Jahren 

Der gegenwärtige 

«1 ax = 

ax+n. 
Wert ,, 

Ux+n 

D** ux 

ai • . 

ax ist 

'Cvx+n- (63) 
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Der Wert der aufgeschobenen Aktivitätsrente ist 

^ - a£+n. (64) 
_ •p.aa _ 
aa ^Jx-\-n aa 

Ba
x 

Die aufgeschobene Rente 1 für einen Aktiven (#), 
zahlbar im Aktivitäts- und Invaliditätsfalle, hat den 
Wert 

D aa 
w = = x-{-n a 

n\ ax . — •• ax-^n» 

Dr 

(65) 

Soll der Aufschub in der Weise verstanden werden, 
dass die Rentenzahlung um n Jahre aufgeschoben, aber 
auch den Invaliden gewährt wird, die in der Aufschubs­
zeit, also vor dem Alter (x-\-n), invalid geworden 
sind, so ist der Wert der Rente nach n Jahren für IT 
Personen 

jäa al i I-M fi tx+n \ i 
vx+n 0>x-\-n "T~ \ ^x+n —• vx -z I uXA^a. 

Der Barwert für eine Person ist im Alter (x) 

D r V D f D r Di ' 

Bezeichnen wir diesen Ausdruck mit ^ a™, so ist 

dx =n\ a>x i — = • I Da>f«— Vx , ax+n. (66) 
D f V Da; / 

«11 

Die um w Jahre aufgeschobene Rente eines Ak­
tiven, zu beziehen gleichviel, ob der Aktive dann noch 
aktiv ist oder invalid geworden, hat den Wert 

a „aa , 
n\ Q>x = n\ &x "T «II < 

Es besteht daher die Identität 

(67) 

fi 

«If öS — n\&x n[ aT + - ^ = - (n\ 0>x n\<?x)- ( 6 8 ) 
jaa 

Die Beziehungen. (63) bis (68) gelten auch für 
Ratarenten, kontinuierliche und vollständige Renten. 

15. Die temporäre Invaliditätsrente. Es bestehen 
die Beziehungen 

aa „aa . aa (R9i\ 

\nax =ax — n\ a>x -v°*v 
(70) ai ai ai 

tyi&x = # * —n\\0>x 
a J* ~a 

\n a>x = # * »j &x 
(71) 

\\n oT = \n ax \n uT + " = ; ( \n <*>x \n &x)- . ( 7 2 ) 

*x 

Auch diese Beziehungen gelten allgemein für 
Ratarenten, kontinuierliche und vollständige Renten. 

16. In der Praxis kommt häufig die mit den 
Dienstjahren steigende Invaiiditätsrente vor. Betrüge 
die Rente, wenn die Invalidität nach n vollen Dienst­
jahren eingetreten ist, tj nach (n^f-'l) vollen Dienst-

Bd.II, 1906, 

jahren ( r + a ) ? nach (n-\-2) vollen Dienstjahren (r-\-2a) 
etc., nach (n -\- e) vollen Dienstjahren (r -\- e «)> so ist 

der Barwert (j^a)™ der Renten beim Diensteintritt: 

/ „ - A d i „ ^X+H -ai i -^x-^n+1 ai 

(ve\Cv)x =r—— ax^n+a—J=P-ax+n+1 
. BT 

D ax — 
x-\-n+2 ai I 

« •=— ax+n+2 + -
BT 
ai 

DT 
D,"5 

x-\-n+ë „ai 
= — Ux+n+S 

Dr 
at • / at i at i at\ 

= T * n\0,x -\-CC {n+l\ ax + n+2\ Q>x + • • • n+€\ <*>x ) 
€=S 

(Ys\a)x = r - n\ dx + « 2 n+€\ dx 

s=i 
(73) 

Handelt es sich z. B. um eine in Raten zahlbare 
Rente, gemäss Abschnitt 8, so erhält man 

(TO) 

—i ~\ai BT+n m*-l 
(TFI a)V = (Tî] a)? + r f̂- %-f Vx+n + 

m* — 1 r Df 

\aa 
a 2 BT+n+8vx+n+S • 

f=l J 
(74) 

Der zweite Summand der rechten Seite ist der 
_ im) 

Fehler, den man begeht, wenn man (v |̂ dfx fur (vj| a)™ 
setzt. 

Derselbe ist klein und hat im allgemeinen in der 
Praxis keine Bedeutung, 

17. Die Verbindungsrente auf zwei Leben. Wir 
bezeichnen mit 
axy den Barwert der Rente 1, zahlbar bis zum ersten 

Ableben zweier Personen vom Alter x und y, 
dzy bedeute die entsprechende Rente, wenn der arjährige 
_ invalid ist; 

aTj bedeute den Barwert der Rente 1, aufhörend mit 
dem Tode von (y) oder mit der Invalidität von 
(#), spätestens mit dessen Tode; 

aTy bedeute den Barwert der Rente 1, zahlbar an ein 
Ehepaar, bestehend aus einem Aktiven (x) und 
einer Frau (y), beginnend mit der Invalidität 
des Mannes und aufhörend mit dem ersten 
Todesfall; 

a% endlich sei der Barwert einer Rente auf das ver­
bundene Leben eines arjährigen Aktiven und 
einer ^jährigen Frau, zahlbar bis zum ersten 
Ableben. Dabei soll es für die Zahiungspflicht 
gleichgültig sein, ob deT Mann aktiv oder in-

*" valid ist. 

18 

http://Bd.II
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Die Werte von axy und axy werden aus den Tafeln 
der lyy lx und lx in bekannter Weise hergeleitet. 

dxy" wird aus den Tafeln der ly und IT ebenso 
berechnet, wie axy aus den Tafeln der Ẑ und lx. 

Nach der Definition muss 
aa — aa , ai . 

xy Uxy -f~ dxy j 

ferner ist 
lx dxy = = £c ttxy - p vx axy • 

18« Die Verbindungsrenten in Baten. 

Es ist M ,_* 
(m) W W 

Uxy Uxy -J- axy 

Ferner besteht die Identität: 
im) 

„ai „im) 
dxy — «* xy 

im) 
aa 

Ixy 
„aa i axy + 

fi t im) x 
vx I Am) i \ 

IT v ' 

(75) 

(76) 

(78) 

(79) 

Wir haben ferner die Beziehung: 

a{m) — a . 
ß xy aXy 

m—1 
^ < f t . + /*i + <0. (80) ^ 2m 

(Text Book, Kap» IX, 32.) 
Ebenso ist: 
im) 
i i 

dxy — dity • 
m—1 m2—l i 

• ^ - 1 2 ^ + ^ + ^ <81) 

Zufolge der in Abschnitt 17 gemachten Bemerkung 
über die Berechnung von a% ist 

(m) 
„aa alz . m—1 m2—1 

^ - Ì S F <* + * + <>. (82) 
Hieraus folgt durch Substitution in (79) 

im) 
ai at i 

*xy — uXy -f-
al , m2 1 

12m2 x (83) 

und 
im) 

„a 
dxy' 

m 1 
vxy • ^ S ?

1 ( | C + % + <0-.(84) 

19« Die kontinuierliche Verbindungsrente. Lässt 
man in den Gleichungen (80) bis (84) m über alle 
Grenzen wachsen, so entstehen die Gleichungen: 

'dxy = dxy+ y — j2 (l**+ fff + ó) 

~dÌy=dxy+ y — | 2 0 i + f** + <0 

^==a^ + y — Y 2 ^ + /^ + )̂ 

Äa^ = aj '*# +T2Vx 

1 x oa 

(85) 

(86) 

(87) 

(88) 

ö^=<4 + f -120«r + /% + <0- (89) 
20. Die Verbindungsrente in Baten, ausgedrückt 

durch dàe kontinuierliche Verbindungsrente, Aus den 
Gleichungen (78) bis (84) und (85) bis (89) folgt: 

,<*> — 7Î d% = dxy--^ + J^(px + Vy + t) (90) 

£ 

im) 

xy + TO(^ + ^ + J) (91) 
2 m l 12 m 

d%=7%-^ + ^ ( v l + Vy + t) <92> 

(93) 
(m) 

*a^ — <*xy 
„ ai —ai 
dx* = #i 

(m) 
_ a --» 

2 m '12 m* 

1 
12 m* 

1 1 
2 m + 12 m« c«r+%+<*)• (94) 

21. Kapitalversicherung auf den ersten Todesfall 
von zwei Leben. Die Bezeichnungen A^, A^, A^, 
A^ und A^, sind nach Analogie der bisherigen Ent­
wicklungen ohne weiteres verständlich* Ebenso ist 
klar, dass 

A-xy = A a ^ - | - &xy >• / 

und 

Aan, — A a ^ A r y -J - --==- ( A a ^ &xy) • ( 9 6 ) 

Sodann ist 
$xy 

A*s=l-d(l+aXy) (97) 

^ = 1 — ^(1 + 4 , ) (98) 

AZ3 = l-d(l + axs). (99) 

Ferner bedeutet 

A ä + ( A ? ) = l - d ( l + « g ) (100) 

den Wert einer Versicherung, zahlbar im ersten Todes­
fall oder vorher, wenn der rr jährige, der Mann, invalid 
wird. 

Durch diese Entwicklung werden wir zur Berech­
nung von (&Ty) hingeführt Es ist der Barwert des 
Kapitals 1, fallig, wenn der Aktive (x) bei Lebzeiten 
der Frau (y) invalid wird. 

Die folgende Erwägung fuhrt zu deren Bestim­
mung. Yon IT ly Aktiven werden im (x -\- 1). Jahre 
invalid IT ly ix. Von diesen sind beim Eintritt der In-

Validität verwitwet TT ly ix -^~ und nicht verwitwet 

e%«.(i-4)-
Der Barwert der Auszahlungen im Invaliditätsfall 

ist für einen Aktiven 

(A^) = v 
SD; 

tmO 
*+* : y+t W « ( l - 2 ^ 

L i (101> 
jyaa 
uxy 

Aus Gleichung (99) folgt 

A ^ + &Ty = 1 — ̂  (! + dx%) — d axy. 
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Durch Subtraktion von Gleichung (100) kommt 

• ( Ö - A = = d 4 , . (102) 

welche Gleichung analog (46) gebildet ist. 

22. Mit genügender Annäherung darf gesetzt werden 

£ * = - j - A ^ (103) 

Iiy = ^-Aiy (104) 

und, entsprechend der Herleitung von (47), 

i ^ = -g-A^. (105) 

Analog den Gleichungen (48) bis (51) folgt 

Äg + iK) = - j - M + (Ag)] (106) 

und 

oa fr i o a 

(Aâ ) — - y (Aâ ) 

"T'ai fr A ai 

(107) 

(108) 

oder 

23» Die vollständigen verbundenen Benteneinheiten. 
Es ist 

^ ; = « ; + I ^ - J T ^ ( 1 0 9 > 
(Text Book, Kap. XI, Art. [21].) 

^={1— -2^-)°^ + 12 m2 (110) 

Ebenso ist 
(m) (m) 1 t i u 

axy — axy -j- -q—— «̂ir " 
2 m 
Ó 

aW=(1 — ~2^)a*» + 

12î» 

12™2 

i ^ (Hl) 

(112) 

Entsprechend der Entwicklung von (56) und (57) 
finden wir: 

(m) (m) t „ ô â i „ 
o a a . J- T a Vx^TVy /i 1 o\ 
*** — ^ + -2^TAa* 1 2 W 2 ( l l d ; 

r«; 
(114) 

a ( * \ - a 

12 m2 

Dieselbe Überlegung, welche zu der Gleichung (58) 
fuhrt, begründet die Beziehung: 

o a a ^ _aa i •«• T a a 
«aw = #* xy 

aa i 

2m^xy 12 m2 (115^ 
Durch Subtraktion von (113) und (115) kommt 

(m) (m) 
oai ai \ 1 ïat 
dxy='dxy-\—^— &*xy 

ai (116) 

24. Die Invaliditätsrenten, bei denen die Benten-
Zahlung sich nach dem Eintritte der Invalidität richtet 
Wir bezeichnen den Barwert einer solchen Rente, 
wenn es sich um eine Verbindungsrente handelt, ent­
sprechend dem Abschnitt 13, mit &%%. Ganz ent­
sprechend der Entwicklung des Abschnittes 13 finden 
wir die Beziehungen. 

(m) 

*—; 
oai 
dxy 

= {1-T^)< + -é^r^ <117> 

) 

oder angenähert 
(m) , 

und 

25. Die ÜberlebenskapitaZverSicherung. 
Es bezeichne 

A?xy den Barwert des Kapitals 1, zahlbar beim Ableben 
von (x)j wenn alsdann (y) noch lebt; 

&Jy den Barwert des Kapitals 1, zahlbar beim Ableben 
von (y\ wenn alsdann (x) noch lebt; 

A^y sei der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 
Ableben von (#), wenn er (y) überlebt, und 

Aâ  der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 
Ableben von (y\ wenn er (x) überlebt. 

3Tun ist offenbar 

Axy ~T* A»2( === Aa; 

A-xy H~ Aa;̂  = A^, 

Aijf + Aa^ = Aa# 

ferner 

und also 
Aa?« — A a ^ — A a ^ Aa; *xy 

A-xy -^xy — -**-xy **-y 

Axy -f- Acy = = Ax -J- Ay Agcy 

Es sollen ferner bedeuten 
. i 

Ai den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim Ab-
_ leben des Invaliden (x) wenn (y) dann noch lebt ; 
aa 

Ai den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 
Ableben des Aktiven (x) als Aktiver, wenn (y) 
dann noch lebt; 

ai 

A* den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 
Ableben des Aktiven (x) als Invalider, wenn 
(y) dann noch lebt; 

a 
A* den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 

Ableben des Aktiven (x) als Aktiver oder In­
valider, wenn (y) dann noch lebt. 
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Sodann sei 
A ^ der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 

Ableben von (y\ wenn der Invalide (x) dann 
noch lebt; 

öä 

A^i der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 
Ableben von (y), wenn der Aktive (x) dann als 

_ Aktiver noch lebt; 
A i der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 

.Ableben von (y\ wenn (x) dann noch als In­
valider lebt; 

a 

A i der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 
Ableben von (y), wenn dann (x) noch lebt, 
gleichviel ob als Aktiver oder Invalider. 

Es bezeichne 

A|/ den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim Ab-

_ leben des Invaliden (x), wenn er (y) überlebt; 
aa 

A2 den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 
Ableben des Aktiven (x\ sei es als Aktiver, sei es 
als Invalider, wenn er (y) als Aktiver überlebt hat. 

Je nachdem das Ableben des (x) als Aktiver oder 
Invalider erfolgt, ist zu unterscheiden zwischen 
A2 dem Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 

Ableben des Aktiven (x) als Aktiver, wenn er 
(y) überlebt, und 

A | * dem Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 
Ableben des Aktiven (x) als Invalider, wenn 
er (y) als Aktiver überlebt. 

_ Ferner bedeutet 

A | den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 
Aoleben des Aktiven (#), wenn er (y) als In­
valider überlebt; 

A2 den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 
Ableben des Aktiven (#), wenn er (y) überlebt, 
gleichviel ob als Aktiver oder Invalider. 

Es bezeichne 
A2 den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim Ab-

_ leben von (?/), wenn er den Invaliden (x) überlebt ; 
aa 

Ax2 den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 
Ableben von (y\ wenn er den Aktiven (x) 
überlebt. Dabei wird vorausgesetzt, dass (x) 

_ als Aktiver gestorben sei. 
tai Ax2 bezeichne den Barwert der Versicherung 1, zahl­

bar beim Ableben von (y), wenn er den Ak­
tiven (x) überlebt; vorausgesetzt, dass dieser 
beim Ableben invalid gewesen sei; 

A 2 den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim 
Ableben von (y\ wenn er den Aktiven (a?) 
überlebt, gleichviel ob dieser als Aktiver oder 
Invalider^ gestorben sei. 

Es bestehen folgende Beziehungen 

Ferner 

Sodann ist 

. aaia aa:i . aa 
A* 4 - A2 = A2 • 

xy « xy xy 

Laa aaia . aa 

Ai + ^ 2 = A 
xy * xy x 

. aa . aa - aa 

Ai 4- A 1 • = A • 
xy l xy xy 

ai .ai • .aaii xa 

Ai + A2 + A2 = A 
xy ' xy l xy x 

: ài ai ÖT 

Ai 4 - A 1 = A . 
xy • xy xy Weiter ist 

A 1 + A 2-4-A i + A * = -
•"•xv i xy » xy l ^xy 

aa 

*xy 

aa at at 

Ai 4-A2 + Ai + A* =AX. 
•^xy • ^xy ' ^xy i ^xy ^ x 

Und endlich 
aa ai a 

A + A i = A i 
~~t 1 XV i 
xy 

aa 

xy 

aa 

xy xy 

A i + A i = A 1 
XV I XV XV 'xy xy 

A* 4-A2 = A 2 
xy 1 xy xy 
aa ai a 

A 2 - 1 - A 2 = A 2. 
xy » xy xy 

(119) 

(120) 

(121) 

(122) 

(123) 

(124) 

(125) 

(126) 

(127) 

(128) 

(129) 

Für jeden der Werte Aa gilt die Beziehung 

A*=A + -L(A — Aï). 
. I*« 

Zur Berechnung von A 1 benutzen wir die Be-
. xy 

Ziehung 
—aa _aa 1 aa _aor n Q A . 

A i = Vy a + ^ r (a , — a . ), (loi)) 
xy ^y xy ' 2 v xiy—1 xiy+l'7 

xy ' 2 ^xiy—l "xiy+l^ 

(Text Book, Kap. XIII, Art. 32.) 

Sie ergibt sich aus der Erwägung, dass man zur 
aa 

Ermittlung von A i die Aktivitätsordnung wie eine 
Absterbeordnung zu behandeln hat, also die durch 
Tod oder Invalidität Ausscheidenden wie Sterbefalle 
in die Rechnung einfuhren muss. _ _ 

ni ai 

Im weitern können wir die Summe Ai + A2 
xy ' xy 

direkt bestimmen. Es ist der Barwert der Versiche­
rung 1, zahlbar, wenn der Ehemann im Zustand der 
Invalidität stirbt, wobei vorausgesetzt wird, dass die 
Frau die Invalidisierung des Ehemannes überlebt habe. 
Von IT ly Ehepaaren werden von der Invalidisierung 
betroffen *• v(i - -f-) 

Von diesen sterben Männer im gleichen Jahr 

lx* ly ( 1 " —g-I lX~2~* 
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Von den Ehepaaren, deren Männer invalid werden, 
ist die Zahl derjenigen, welche das Invaliditätsjahr 
überleben : 

Ci(l-f.)j.(l-4 
Der Barwert der Leistungen auf Anfang des 

Jahres bezogen ist 

-)• 

vt?ly(l-f)ix\(l-Û.)Ai+1 + 
also der Barwert der gesuchten Summe 

1 - . ïk L qy±t\ . 

Ms. 
2 

ér-JP <w(i-^) M% + 
Ifly « 

Folglich ist 

(l-**)^,]. 

A S + A £ = Ì " £ . D & ' " + ' ( 1 - ^ ) ' -
x 

Entsprechend ist 

(131) 

A 4 + A 4 = ^ J D * W * ix+t [^+ Zy+t, 

'xy 

i ai Kai 1 

Bc 

-L'a 

'(l-ff»+*)AH*n]- (132) 

Die Beziehungen (119) bis (132) fuhren zur Er­
mittlung eines jeden der Werte von A. 

Um die Werte der Überlebenskapitalversicherung, 
zahlbar sofort nach dem Tode, angenähert zu finden, 

hat man die ermittelten Werte mit — zu multiplizieren. 

Auch durch numerische Auswertung der bestimm­
ten Integrale 

und 

ifo: 

4fri 
D%Jt-c 

x+tzy+t rx+t^x+t dt 

x+t : y+t 1'x+t Ay+t dt. 

gelangt man zu den Werten von 

und 

ai , -r-ai 

.1 4 - A* 
xy I xy 

—ai . -r-ai A 1 + A 2. 
xy » xy 

at ai 1 /* °° — • »-

xy « xy 

Man kann ihnen auch die Form geben 

Bxy Jt= 

BTI Jt=$ 
= (ÄSt) / 

'xy 

00 — 

aa 
]x+t:y+t r * + * dx+t 

VXA-t dx+t di. 

(133) 

—ai —ai —~a~i </ /*°° _ 
A 4 r + A 4 = ( A ^ ) = • / Bx+f.y+tVx+tUy+tdt. 

Bxy Jt=0 ( 1 3 4 ^ 

26. Überlebensrenten. Wir bezeichnen mit ax\y den 
Barwert der Rente 1, zahlbar nach dem Ableben von 
(a?), erstmals zu Anfang des auf das Todesjahr fol­
genden Jahres, solange (y) lebt. 

Es ist 

Ferner 
ax\y — dy • •a. xy 

dx\v = dv — a. xy 

a%\y soll den Wert der Rente bezeichnen, zahlbar 
nach dem Ableben des Aktiven (a?), sei es als Aktiver 
oder Invalider, solange (y) lebt. Es ist 

dx\y =dy — axy = dy axy dxy. ( 1 3 5 ) 

d£\y ist der Barwert der Rente, zahlbar nach dem 
Ableben von (x) als Aktiver, so lange (y) lebt. 

Zu seiner Bestimmung führt die folgende Betrach­
tung. Von IT ly Ehen werden im nächsten Jahre auf­
gelöst durch Tod des Mannes im aktiven Zustand 

vx ly Qx * 

Von IT ly Frauen, welche im nächsten Jahre den 
Mann durch Tod im aktiven Zustande verlieren, über­
leben das Jahr 

iTly qT(l—qy)* 

Der Barwert ihrer Witwenrente ist 

vifly<L¥(l-qy)(l + dy+1); 
folglich ist (136) 

a™y = —— S BT+t:y+t <Lx%t (1 Zy+t) (1 + %+*+l)-
xy 

aT\y ist der Barwert der Rente 1, welche (y) be­
zieht, nachdem (x) als Invalider gestorben. 

Von ITly Ehepaaren überleben 

IT ly0-—2y) 
Frauen das erste Jahr. 

Von den Männern werden invalid und sterben im 
gleichen Jahre 

— j 
jaa 7 . qx . 
VX Vy%X g ? 

es überleben als Invalide 

4-4)-
Der Barwert der Verpflichtungen ist 

laa 7 i 
VX vy tX 

VÌTlyÌx(l-qy)-^-(l+dy+1) 

-\-vlTlyix(l— qy) (l | - j «Ifl|y+l 

und folglich 
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**\y = —=" S B%+t:y+t ix+t (1 
D aa j_o 

xy 

- ( « 
qx+t 

qy+t) [ i + «iH-t+i 

j ( l 4"ai+«+i;if-K+i)]-

«fellT 

Also ist 
v 

Doa i=o 
Ä 5 ^ 

S Bx+t:y+t Ìx+t (1 — <fr+«) 0- + %+<+l) —^4-
(137) 

Die Werte von a ^ und oS^ können auch be­
stimmt werden, indem man die Rente einführt, zahl­
bar an (y\ nachdem (x) invalid geworden. Diese be­
zeichnen wir mit (a%y). 

Es ist nämlich . . .' 

Ferner ist 

aa i / at \ t aa ax\y + [ßx\y) H" O'xy = 0>y (138) 

(139) 

Der Wert der eingeführten Rente bestimmt sich, 
wie sofort erhellt, mit der Beziehung (140Ì 

dx\y = (dx\y) — di 'xy 

(dx]y) = 

und 
D aa f-Q 

S Bl%f;y+t ix+t (1 — qy+t) (1 + dy+1+x) 

—: J /*» — 
(Ô%y) = —==r I BTi-f.y+t Vx+t Üy+t dt. (X41) 

Da^ Ju=o 

Wir bezeichnen mit 
i i i 

Uy\x Ox axy 

den Barwert der Rente 1, zahlbar nach dem Ableben 
von (y) an den Invaliden (x). 

ay\x sei der Barwert der Rente 1, zahlbar nach 
dem Ableben von (y) an den Aktiven (a?), gleichviel 
ob dieser vor oder nach dem Ableben von (y) invalid 
geworden und als Aktiver oder Invalider gestorben. 

Es ist demnach 
a aa-.a i aa:i < „ai ** ÀCk\ 

__ . dy\x = dy\x + ay\x + ay\xi (142) 
wo d^x* der Barwert der Rente 1, zahlbar nach dem 

Ableben von (y) an den Aktiven (#), so­
lange dieser aktiv bleibt; 

a™x
l der Barwert der Rente 1, zahlbar nach dem 

Ableben von (y) an den Aktiven (x), 
nachdem dieser nach dem Ableben von 
(y) invalid geworden; 

ay\x der Bar wert der Rente 1, zahlbar nach dem 
Ableben von (y) an (x), wenn dieser zur 
Zeit des Ablebens invalid gewesen. 

Offenbar ist 
aaia aa aa 

ay\x — ax — aXy 
(148) 

li qx+t 
X 

<ai V ^ T\aa 

dy\x= — li Vx+Uy+t*x+t^ 

[&+* (1 + dx+t+i) + (1 — qy+t) (1 + dx+i+i) 

— C1 — 2H-*) C1 + dx+t+uy+t+i)] 

ai V v j\aa • 
dy\x = —= 2J Vx+Uy+t lx+t . 

Ty™ t=0 \ 
Uxv 

d 
J 
qx+t 

*xy 
(144) 

„aa-.i 
ïy\x 

u •̂ i -r\Oa aa at 
= = - 2i Vx+Uy+t qy+tPx+t dx+i+i. D aa ^ 0 

xy (145) 

80 ist 

27. In Baten zahlbare Benten. 

Da 
dx\y = dy axy. 

^ ) = 4 " ) - ^ = ^ - ^ + î S r = r M -12 m2 

»(«) dX\y = ax\y 4 - mz 

<«> _ , , m » — 1 i 
dx\y — dx\y 4 - 1 2 m2 ^x' 

Gemäss Gleichung (135) ist 
im) im) 
a (m) a 

dx\y dy axyi 

oder wegen (84) 

(146) 

(147) 

= dx\y + 
m2 — 1 aH 

12 m2 Vx (148) 

Die Gleichungen (148), (138) und_(139) fuhren 
wegen des symmetrischen Baues von d^y und (ax\y) 
zu der Beziehung 

(m) 
aa M . mz aa aa i "v ' •*• %aa 

dx\y = dx\y 4 - 1 2 m g Vx . 

Hieraus folgt 
(m) _ 
a i ai 

dX\y dx\y. 

Sodann ist wegen (143), (33) und (82) 
M _ 2 1 
aaia aa-.a • W& 1 

dy\x 

Da 

„ a a i a aaia i 
= %i» -t- 12»»2 (ly. 

(149) 

(150) 

(151) 

dy\x — ax — ^ a ^ , 

so ist wegen Gleichung (35) und (84) 
im) im) im) • 1 

a a a a \ *** L / i Kf>\ 

ay\x = a* —axy = ay\x + -j^r N v10*> 

und wegen (142), (151) und (152) 
im) (m) 

„ää:i , Jü ouaii • „ai 0-**3) 
dy\x 4 " a2^l« — ay\x 4 " Ä2,j«-

28. Die kontinuierlichen Benten. Wir lassen in 
den Gleichungen des 27. Abschnittes m unendlich 
wachsen und erhalten so unter anderm folgende Be­
ziehungen : 2 

Ox\y = dx\y 4" 
12 Vx 

—i i i 1 i 
dx\y — dx\y -f- ~Y2~ ."« 

_ a a |^ L a a 

(154) 

(155) 

(156) 
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—aa aa * 1 aa 
Ox\y = ax\y + T o " (*x 

12 

—o/i ai 
ax\y — dx\y. 

(157) 

(158) 

Durch Verbindung mit den Werten a(m) entstehen 
die Beziehungen : 

1 Vx (159) (m) — 
ax\y — &x\y 12 m2 

1 Cm) 
i —i -

ax\y — ax\y i2m2 *** 
(m) -i — 
a —a x o a 

dx\y Ox\y 12 m2 "X 

<*> — -i _ 
aa —aa 1 aa 

dx\y dx\y \2m2 iUx 

(m) _ 
ai —ai 

dx\y — dx\y* 

(160) 

(161) 

(162) 

(163) 

29. Vollständige Benten. Soll am Schlüsse noch 
eine Ratarente im Verhältnis der abgelaufenen Zeit 

1 — 1 — * 
fallig werden, so ist zu addieren -^— AaJ, -~— AaJ, 

u m Â m 
-t a -j __ââ -i ai 

Tm" ^ ~ 2 ^ m ~ A ^ ' ~ 2 m ~ A ^ ' 3#e n a c h d e m e s s i c h 1 u a 

die Gleichungen (159), (160), (161), (162) oder (163) 
handelt. 

30. Vollständige Überlebensrenten, die vom Todes­
tag an laufen. Wir bezeichnen die vom Todestag 
an laufenden Überlebensrenten mit ax\yj wenn es sich 

A. 

um unvollständige Renten, mit Ox\yj wenn es sich um 
vollständige Renten handelt. 

Nach dem Text Book, Kap. XIV, 35, gelten die 
folgenden Beziehungen: 

im) 

Zur Ermittlung von ST\y stellen wir die folgende 
Betrachtung an. Sei & das Alter, das (y) erreicht hat, 
wenn (x) invalid wird. Dann ist das Alter von (x) 
gleich (x-\-& — y). In diesem Augenblick ist die 
vollständige nachschüssige Überlebensrente 

a>x+fr-t)\y = y- — "2^7 Ov+d-yü + ' 
6
 £_L 

2mJ"^r-m ' 12m* ~x^Ty:y' 
Führt man die "Wahrscheinlichkeit ein, dass x im 

Alter (x-\-& — y) hrvalid wird, diskontiert und addiert, 

so erhält man, da das Integral über <%,+$._ s\y gerade 

ö2L, und das über A8 * genau Ai ausmacht. 

(**) / t» \ * —"-

^ ^ " I W ^ + I ^ 1 ^ (164) 

Ferner ist 
im) im) _^ 

oài 83 , 1 T« (165) 

Zur Ermittlung von a^ nehmen wir an, 0- sei das 
Alter, das (y) erreicht hat, wenn (x) stirbt. Dann ist das 
Alter von (x) gleich (x -\- 0 — y). In diesem Augen­
blick ist die Verbindlichkeit eine vollständige Rente 
auf das Leben von (y), also gleich: 

o(m) 7 i ' M - . ê -

Integrieren wir, so kommt 

oaa, 
ax\y 

2mlwxw ' 12m2 *y* 
Der letzte Summand ist klein. Angenähert ist 

òaa 
ax\y 

Sodann ist: 
-(>-£) à \ ^aa 

ax\y* 

Am) (m) — 
±—=- Ü — i . aa 
*aa oaa y J- » , 
&x\y=«x\y + — A ^ . 

Aus (164) und (166) folgt: 

= ( 1 _ 2 Ì ) ^ + 
oa 
dx\y : 

2m 
und aus (165) und (167): 

a. -a 
12 m2 Ky 

Jm) „ (m) i _a 

&x\y=a*\y + —Aly. 

(166*) 

(167) 

(168) 

(169) 

a 

a%\y und Ai können direkt aus ax\y, û4jy, A xy 

und Key berechnet werden. 

31, Die aufgeschobenen Benten auf zwei Leben. 

a. D i e V e r b i n d u n g s r e n t e . 

Gemäss der Bedeutung von n\ dxy ist 

n\ dxy 
Bx+my+n 

D, iy+n 
'xy 

TV 
J . Vx+niy+n i 

n\ Wxy -— - —-z ax+my+n D: xy 

aa ^x+n-.y+n aa 
n\ **xy • 

Baa 
= - dx+n:y+n 

T, xy 

— -r\a« 
ai *Jx\niy+n 

n\ wxy- -== dx+n:y+ni 

D 

(170) 

(171) 

(172) 

(173) 

wobei n\ axy den Barwert der Rente 1, zahlbar wah­
rend des Zusammenlebens des Mannes {x) und der 
Ehefrau (y) bedeutet, beginnend mit der Invalidität 
von (x). Wird der Mann in den n ersten Jahren in­
valid, so entsteht kein Anspruch auf Rente. 

Ferner ist 
D aa 

- x+n:y+n ^a 
axu — — ax+n:y+n* 

Uxy 
n\ **xy (174) 
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Die durch (174) bestimmte Verbindungsrente fangt 
nach n Jahren zu laufen an, ist also nach (n + 1) 
Jahren zum ersten Mal fallig. Ist (x) aber in den n 
ersten Jahren invalid geworden, so ist der Anspruch 
auf Rente erloschen. 

Soll die Invalidität in den ersten n Jahren nicht 
zum Verlust der Rente fuhren, und bezeichnen wir 
den Wert einer solchen Verbindungsrente mit ^ axyy 

so haben wir _ 

«Il dxy = n\dx% + «Il dxy ( 1 7 °) 
und __ 

Mi 
«i! dxy = n\ dxy 4 " " = • («I dxy ~ n\ dxy). ( 1 7 6 ) 

TT 
Zur Bestimmung von ^\dx% gelangen wir durch 

die folgende Überlegung. 
Von ITly Eheparen leben nach n Jahren noch 

\lx+n ly+n 
fi j Ix+n vy+n\ 

lx h / 
Ehepaare mit invaliden Männern. 

Der Barwert der an sie auszurichtenden Renten 
ist, auf ein aktives Ehepaar berechnet : 

vn-
1 far ^ 7l 

oder 
lx ly 

[Ix+n ly+n lx ly 7Ì 

x+n ly+n \ i 
~f J / Ox+nzy+n 

1 Bxy (j^ü j y y ï 7 Bx+niy+n\ i 

oder 
1 / Bxy Dx+nzy+n j^ü \ i 

— = • I — z z i u*y i n\ a& 

Folglich erhalten wir (177) 

«Il 
ai ai i 1 / Bxy -p.n - iyï \ i 

dxy — n\ dxy - | = I —T7 Ux+nzy+n Uxy J n\ Ux-
BTfWx+nzy+n I 

b. Die au fgeschobene Ü b e r l e b e n s r e n t e . 

Es interessieren uns insbesondere die Renten, 
welche an die Bedingung geknüpft sind, dass das 
Überleben nach der Aufschubszeit erfolge. 

Je nachdem das Überleben dann erfolgt, wenn 
der Aktive (x) aktiv oder wenn er invalid ist, unter­
scheiden wir aufgeschobene Aktivitäts- und Invaliditäts-
Überlebensrenten. 

Es ist nun 
Ux+n:y+n 

n\ dx\y ^ : dx+niy+n 
Bxy 

i Bx+nty+n £ 
n\ dx\y — —i U>x+a\y+n 

l^xy 

(178) 

(179) 

— r\aa _ 
aa u x+nzy+n aa 

n\ ax\y — = dx+n\y+n 

UXy 

— TX** — 
„ai Ux+niy+n ai 

n\ U>x\y == ax+n\y+n 

D 
UXy 

a *->x+nzy+n a 
n\ Ox\y = dx+n\y+n* 

Bxy 

(180) 

(181) 

(182) 

Insbesondere ist auch 
im) 

n\ dx\y = n\ dx\y + 
m2 — i D; x+nzy+n aa 

12 m2 

BT 
VT> (183) 

32« Die mit den Dienstjahren steigende Aktivitäts-
und Invaliditätsüberlebensrente. Beträgt die Rente, 
wenn der Tod oder die Invalidität nach n vollen 
Dienstjahren eintritt, r, nach (n -f- 1) vollen Dienst­
jahren (r-f-a) , nach (w-f 2) vollen Dienstjahren 
(r-\- 2 a), nach (n 4- *) vollen Dienstjahren (r 4- *«), 
so ist der Barwert der Rente beim Diensteintritt 

Doa 
. . „x- M x+nzy+n a 
(Ye\a)xiy = r ^ J ^ dx+nfy+n 

jyaa 
UXy 

D oa 
x+n+l\y+n+l 

j.aa 
Uxy 

BT 

+« 
1 a Bx+n+2iy+n+2 

+ • 

dx+n+l\y+n+l 

= ax+n+2\y+n+2 

uXy 

jyia 
Vx+n+szy+n+s 

j,aa 
uXy 

ax+n+£\y+n+e 

€=€ 
— r • n\ax\y + cc 2 n+e[d%\y (184) 

und ferner 
(m) 

(vj\d)ï\y = (vj\a)x\y-

€=€ 

m2 —1 1 
12 m2 D aa 

xy 

j^aa aa 
r Ux+nzy+n Vx 

+ a 2 Bx+n+€iy+n+€ vT+n+s• ( 1 8 5 ) 

Der zweite Summand ist klein und liegt zwischen 
den Grenzen 

1 1 
Ound 

+ 
12 

S=€ — 

€=1 

j.aa 
uxy 

T\oa aa 
' ' Ux+niy+n Vx 

2 T\oa aa 

Ux+n+^ zy+n+€ Vx+n+S 
(186) 

Sieht man vom Restglied ab, so wird 
im) 

~—7 ~\a 

(?€ | d)x\y = (y€ | a)x\y durch die Gleichung (184) bestimmt. 
Die Summanden von (184) bestimmen sich gemäss (182). 

Zürich, im August 1906. 


