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Der Reduktionsfaktor in der Theorie der Krankenversicherung und die Besselschen Funktionen.

Von Dr. Karl Bischenstein, Bern.

- Einleitung.

Die Unterstiitzungsdauer der einzelnen Kassen in
der Krankenversicherung ist verschieden. Um einen
Vergleich zichen zu kénnen, miissen wir ihre Leistun-
gen fiir die ndmliche Unterstiitzungsdauer berechnen;
als Zeiteinheit wihlt man das Jahr. Das Verhéltnis
der durchschnittlichen Zahl der Krankentage wihrend
einer beliebigen Unterstiitzungsdauer zur durchschnitt-
lichen Zahl der Krankentage wihrend der Unter-
stiitzungsdauer von einem Jahre wird durch eine
Grosse gegeben, die in der Theorie der Krankenver-
sicherung als Reduktionsfaktor bezeichnet wird. Meines

‘Wissens fiihrte Prof. Dr. Hermann Kinkelin in seiner |

Schrift ,Die gegenseitigen Hilfsgesellschaften der
Schweiz 1880“!) den Reduktionsfaktor in die Ver-
sicherungsrechnung ein. Diese Arbeit enthilt eine
Tabelle (XI, pag. 56), in welcher nach den Beobach-
tungen Heyms fiir jedes Alter die Zahl der Kranken-
tage per Jahr unter der Voraussetzung angegeben ist,
dass die Unterstiitzungsdauer mindestens ein volles
Jahr betrage. Um nun die Verminderung der Kran-
kentage bei kiirzerer Unterstiitzungsdauer zu berech-
nen, fiithrte Prof. Dr. Kinkelin den Reduktionsfaktor
ein: ,Wenn die Unterstiitzungsdauer kein ganzes Jahr
betrigt, so erhilt man die durchschnittliche Zahl der
Krankentage fiir irgend ein Alter, wenn man diejenige
fiir die einjahrige Unterstiitzung (Tab. XI) mit einem
Reduktionsfaktor multipliziert, welcher folgende Werte
besitzt“ etc.

Bezeichnet nun allgemein f (?) die Zahl der Kran-
kentage bei einer Unterstiitzungsdauer von ¢ Jahr, wo
t <71, so ist, wenn f(1) die Zahl der Krankentage
bei einer einjihrigen Unterstiitzungsdauer bedeutet,

F)y=R@® - fQ).)

R (t) heisst Reduktionsfaktor.

) In Kommission bei Schmid, Francke & Cie., Bern 1887,
pag. 43 u. ff.

?) Man vergleiche Dr. Christ. Moser: ,Denkschrift iiber die
Hohe der finanziellen Belastung, welche den nach dem Entwurfe
zu einem Bundesgesetze betreffend die Krankenversicherung ein-
zurichtenden Krankenkassen voraussichtlich erwachsen wird.“ Ver-
offentlicht durch das schweizerische Industriedepartement. II. Auf-
lage, 1895, pag. 81.

Am dritten internationalen Kongress der Ver-
sicherungsmathematiker im Jahre 1900 in Paris hat
Prof. Dr. Christian Moser in Bern in seiner Arbeit
»Communication touchant une table de morbidité?)
‘Werte fiir eine nach dem Alter der Versicherten ab-
gestufte Krankheitsordnung gegeben. Ebenso finden
sich dort Angaben iiber den Reduktionsfaktor. Als
Grundlage dienten mehrjihrige Beobachtungen bei der
nKrankenkasse fiir den Kanton Bern“. Diese umfassen
bei rund 11,000 Mitgliedern total 359,341 Kranken-
tdge. Am Schlusse bemerkt der Referent:

,Les facteurs de réduction peuvent étre repré-
sentés approximativement par une expression de la
forme

¢ 1
k f s% go+® de,
0

dans laquelle %, s, g et ¢ représentent quatre cons-
tantes & déterminer et ¢ la durée assurée d’assistance.
On sait que l'intégrale conduit aux fonctions désignées
sous le nom de fonctions Besséliennes.“

Mit diesem Integral befasst sich die vorliegende
Arbeit und es soll zunéichst dargetan werden, dass dic
Losung desselben auf Besselsche Funktionen erster
Art fiihrt. Ferner soll gezeigt werden, dass die Kon-
stanten %, s, g und ¢ linear bestimmt werden kdnnen.
Hieran kniipfen wir einige numerische Auswertungen
und bringen zum Schluss noch eine weitere Anwen-
dung des Integrals.

t 1
I. Losung des Integrals % f s gote dop.
0

Im Protokoll des dritten internationalen Kongresses
der Versicherungsmathematiker 1900 in Paris finden
wir iiber die Arbeit von Prof. Moser#):

,Quant a la durée pendant laquelle les indem-
nités seront payées, on arrive & des constatations re-

1) Rapports présentés au 3° Congres international d’actuaires,
Paris 1900.

%) Rapports présentés au 3° Congres international d’actuaires,
Paris, séance du 29 juin 1900; page 1054.
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marquables. L’orateur montre comment la formule
finale, tout d’abord empirique, est — dans un autre
domaine — un pendant de la formule Makeham. On
'obtient aussi, en considérant une force libérant d’une
maladie (Entkrankungskraft) qui est constituée par
deux composantes, 'une inversement proportionnelle
au carré d’un temps déterminée et Pautre constante.*

Diese Entkrankungskraft bestimmte Prof. Moser

b
!0(90)=“+76‘_|7)2, M
wo a, b und ¢ konstant sind.

Unter der Intensitdtsfunktion versteht man in der
Versicherungsrechnung diejenige Funktion, die die Ab-
nahme einer gegebenen Funktion fiir einen Zeitpunkt
darstellt, bezogen auf die Zeitdauer 1 und den Grossen-
betrag 1; man bezeichnet sie mit w¥).

Es sei f(x) eine beliebige Funktion der Zeit; die-
selbe wird nach der Zeit A (z) den Wert f (x+ A%
annehmen und die Abnahme der Funktion f(x), be-
zogen auf den Grossenbetrag 1 und die Zeitdauer 1,

betrigt
fl@) —f@+ A
J@ - pxo
Lassen wir Az der Grenze O nihern, so wird

i SO —f @+ Ny _ —df @)
Na=0 @ Nz f(x) dx

d log 1
=:f'(90)___ Sz )
Sflx dxz
d. h.: Die Intensitidt einer Funktion ist stets gleich dem
negativen Quotienten aus der ersten Ableitung der
Funktion und der Funktion selbst.
Es gebe nun A(x) die Zahl der Kranken im Alter
2z an; dann wird die Intensitit der Erkrankung nach
Gleichung (2)

—V@_ " Ci@ :
W - dw (3)

Unter Beriicksichtigung von (1) und (3) folgt

(@) =

1
d log 1) . b
de (c+x)?’
integriert:

axr —

b
log Tk P Ko,
wo Ko Integrationskonstante ist. Hicraus folgt

!y Man vergleiche: Prof. Dr. Christian Moser, Die Intensitit
der Sterblichkeit und die Intensititsfunktion. Zeitschr. fiir schweiz.
Statistik, 42. Jahrgang, 1906, 1I. Band, pag. 109—114, und Mit-
teilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathema-
tiker; I. Jahrgang, 1. Heft, 1906, pag. 27—44.

b
1 eaa:— P —Ko
Alx)
b
Ko—ax+ c_-i::

Am)=c¢e 4)
Sctzt man ef° =k,
e~%= s,
¢ =y,
so wird die Gleichung (4) :
A(x) =k sz geta, (5)
Dies ist die Formel von Moser, welche dem Make-
hamschen Gesetze
lx) =k s= 'qcm
sehr dhnlich ist.
Es gibt () dz die Zeit an, welche von den 4 (%)
Kranken im néchsten Moment gemeinsam durchlebt

wird; es stellt daher das Integral
i

/ i (x) de

0
dic von den A(z) Kranken gemeinsam im Zeitraum ¢
durchlebte Krankheitszeit dar. Als Zeiteinheit wihlen
wir das tropische Jahr mit 365,2422 Tagen. Setzt
man ¢t =1, so wird das Integral zu

/l Alx) dx,

und der Reduktionsfaktor R (¢?) wird nach der ein-
gangs gegebenen Definition

¢
/ A(z) dx
/ Alx) dx
0
‘Wir setzen nun
1
-—=C
/ A(x) dx
0

als konstant; dann wird die Gleichung (6) unter Be-
riicksichtigung von (5)
¢ 1
R)=Ck|[s gt da,
)
und, indem wir fiir die Konstanten wieder ihre Expo-

nentialwerte einsetzen, zu
t

R() = Ceko f o~ aot = . (1)
0
Man substituiere ¢ + z = 2, so geht dies iiber in
c+t
R(t) = Cekotac / - a2 g,

c
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b? b*
=14 bz—1—|— z—2—|—?z—3+....+ ?z—f‘—|—....

a* b zl—u.

Allgemeiner Term: (—1)*

‘Wir setzen « =#n -+ 4, dann wird das allgemeine

Glied des Produktes:
J.==co

¥ (—D*
A=0

_(ab)* b
LT (nM)! (n—[—A)'

Die Summe erinnert nun in der Tat (vergl. Ein-

leitung) an die Besselsche Funktion I. Art, deren
Definitionsgleichung lautet
<g>n+2l
n __7L=°° N 2 8
Jo=ZV o ®)

‘Wir geben der Summe die Besselsche Form:

n+2A
~—n — b”z—"-( ) ;w (ab) o
ab

b 2 N 7
_(a) & J(J)v

Ao b)A b T
R x{a( TH1°

wo ¥y =2vub.

Die Summe aller Glieder wird

n

n=co b — n
2 <E> . J(!/) )

N=—00

und die Gleichung (7) geht iiber in

c+t
Rt = CeKo+ac/ s (Z)‘, 2—n J(J]dz

N=—=w—00
c

ct+it

— (eHotac [/J(J] dz _|_/< )z e J(J)dz

+/n_m( )2 2" "J(y»dz +/"_'_°°< )2z—"}(y)dz]
n=2 n=-1

‘Wir losen die einzelnen Integrale und lassen das
Argument der J-Funktion weg:

ct+t
0 0
I. Integral: / Jdz = Jt.

c+it
1 11
II. Integral: / (%)% 1 Jdz— (%)?J log c_—(|:—t

c

22 A )T |

c+t

n=oo [ 1)\ n n
1. / 5 (—)2.2“"sz_—_
n=2 \ @
c
niwoo (b>72l 7;[(0 —'—t)l n___el—n|,
11—21'_‘”'
c+t
N==—oc0 b n n
IV./ 5 (—)22:'“sz:
n=-1\aQ
n=co 1 n -n
W n+1__ an+1
S 1( ) [(c—l—t) ¢ ]

Nach Gleichung (8) wird aber

Y\~ n+42)
(2)

—-n A=oc0
J—('I)‘—A( ) A=)V’
oder, A=mn-}-m gesetzt,
Y n+42m
m=oco (5)

—1ytm -7
J(u) = Z ( 1) (n+m)! m!

- (—1) "J(y)'

Beriicksichtigen wir dies und setzen wieder das
Argument von J ein, so wird der Reduktionsfaktor

R(t)—‘CeK"“““c{J(J)t-{-J(J)[( Ys1ogH

— () el )|+ 2 () o

_(C_I_t)l—n>_|_( 1)”( >L<l_|_t)n+1 Cn+1)]}_ )

n--1
Dies ist die Losung des Integrals mit Hiilfe der
Besselschen Funktionen.

‘Wir kniipfen an diese Formel noch einige Spezial-
fille. Die Entkrankungskraft zerlegte Prof. Moser in
zwei Komponenten !), von denen die eine in bezug auf
die Zeit x konstant ist und alle Ursachen umfasst,
welche unabhingig von z auf die Dauer der Krank-
heit einwirken. Die andere Komponente ist umgekehrt
proportional dem Quadrat der Zeit ¢ - .

Wir setzen vorerst die erste Komponente = 0.
a=0;
dann wird das Argument der J-Funktion
=2 Jab =0,

und die Besselschen Funktionen werden

!) Siehe Gleichung (1).
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Wird nun y sehr klein, so konnen gegeniiber dem
ersten Gliede alle nachfolgenden fallen gelassen wer-
den, somit

0
J(y): L

1
Jop = V(t_l),

n 1 __\n
Jo=1, (l/ab) :
1:0; so geht die Formel iiber in

b
c—l—t

Da ferner

R)= eKo{t+b log

a=0
n—oo n

+3

nmy n!(n—1)

) cl—n__(c_l_t)l—n]] (10)

Sctzen wir auch die zwcite Komponente 0, also
b=0,
so verschwinden alle Glieder innerhalb der Klammer

bis auf das erste Glied, und der Reduktionsfaktor wird
proportional der Zeit, néimlich

R@t)= Cefo . ¢

a=b=0

(11)

Wir setzen nun zuerst dic Komponente b = 0;
dann wird auch hier das Argument der J-Funktion zu
Null und die Gleichung (9) geht wie vorhin iiber in

%%_Ct) = CeKo-i-acht_a‘t‘(c _*_%)

__i_":iw __l)n an
n==: n.’ (N,"I-].)

Da die zwei ersten Glieder in der Klammer dem
allgemeinen Term der Summe fir » =0 und # =1
entsprechen, so wird

[‘/ ”+t)"+1—cn+1}'[.

n—oo n a/ll
R 1) — CeI\o+ac AN ) c¢ n+1__cn+1 .
b= ) oY

Es ist aber

(__l)n am 1 1 ;_(_1)n+1 ant1 _
T YT T = g Y
(_1)71-|—1 att+1 ntl 1 [_a (C—{—t)] n4-1

+ a (n+1)! T e (1!

1 [—ac]t?

+o [CESHEN

Je der zweite Faktor bildet dic um 1 verminderte
Exponentialreihe ; somit wird

Rt)=C

eEKotac l [e~a-c — e [c+t}}
b=0 a

— ( elto % [l_e—at}

__ ot
L (12)

Nithern wir nun auch « der Null, so konnen wir

in der Reihe
a’td

3'+

2
..at — 1—at + a2'

ausscr den zwei ersten Gliedern alle andern vernach-
lissigen, und cs wird in crster Niherung

e ®— 1—at.

Dies eingesetzt

R(t) = Cefo -

a=b=0

1
" [1—1 +at]
= ( efot,

Die Spezialfille erhilt man auch dirckt, indem
man im Integral in Gleichung (7) dic entsprechende
Komponente 0 setzt. Iis war

t b
L[ —aw
R (1) = ( ek [e e do.
J
0
Man setze @ = 0; dann wird

tp
Rit)=7C e"“/ etz du,

a=0
0

ct+x =z,

c+i ﬁ
= CeK"/ e” dz

4

—OeKo [1+b~-1+(” 4. |d

46



N=—oo n

— Cel(o[z—‘-blogz_l'z' m

n=:2

c+t
zl—n]

c

= CeKD{ t+0 log ﬁ

n=oo 7L ]
N\ 1—n ___ 1—n
H i el
Ist b =0, so wird die Gleichung (7) zu

R () = Ceko /e—‘“ dx

b=0 s

_ CeKo e—am]t

—a ]y

— p—at ot
:CeKol—ae—_Cls,l l

Wird ¢ = b =0, so wird

t
R =Cef[ds
/

a=b=0

= (el 4.

Die Intensititsfunktion einer Funktion f(x) ist -

nach Gleichung (2) definiert durch

—f(x
) =t
die Intensititsfunktion der B(?)-Funktion wird somit
_— R
wt) = _Fft)—

Differenziert man Gleichung (9), so wird

~Y/5e+)

+ 327 ot e (§)F eror] )

n=2

, rorac] Jo 3[1/2 . 1
R'(t)=Ce {.+J[]/E.é_t

'b
J— CeKo-l-ac \1 J [( ) (C-—l—t —n
n._o

+ 0 (8 et a9

Es ist aber
{
R(t) = C//‘L(x)dx,
0

R ()= Ci).
Aus (13) und (14) folgt

(14)

N=00 N

A (t) = efotac ¥ J [(l> z(c41t)"

n=)

+ e () edor] a9

‘Wir haben somit das Mosersche Gesetz durch
Besselsche Funktionen ausgedriickt.

Unter Beriicksichtigung von (14) wird

A(t)
‘lt(t) - —CR() )
d. h. dic Abnahme der Intensitit des Reduktions-
faktors ist gleich dem Quotienten aus den beiden
Funktionen 2 und R.

Die u-Kurve ldsst sich geometrisch aus der Funk-
tionskurve konstruieren. Wird an eine beliebige Funk-
tionskurve eine Tangente gelegt, so gibt die Sub-
tangente den reziproken Wert der Intensitit, der dem
Beriihrungspunkte der Funktionskurve entspricht. Es
soll dies an der E(?)-Kurve gezeigt werden.

@—t/ —_“PE
dz T Ba

P4 cot «

Zieht man im Abstand 1 parallel zur Abszissen-
achse eine Parallele, verlingert das Perpendikel in
4 nach C und konstruiert das rechtwinklige Dreieck
BCD, so wird

BA: AC = AC: AD.
AC=1; BA= >

. I
Dann wird 4D = .

AD = AFE; daher wird E cin Punkt
der p-Kurve.

Allgemein ist

lu‘ - —ff ?
W — I+
ST
Fiir cinen Extremfall von @ wird #' = 0, daher
" =r

rr =1



-— 359

Setzt man f = R, so wird
R:R =R :R",
d. h.: Die Intensitat der R-Funktion wird zu einem
Extremfall, wenn die erste Ableitung der Funktion
das geometrische Mittel zwischen der Funktion selbst
und ihrer zweiten Ableitung ist.
Die Intensitit einer Intensitdtsfunktion, die Inten-
sititsfunktion zweiter Ordnung, wird

’

%, wo ue = Intensitiitsfunktion II. Ordnung,

fte =

1= » L n
Aus (14) folgt
¢ , —CVR+CIR
= — F" i = &2
__—AVR+4+iR _—R ¥
=""T"Fi T R 7

Die Intensititsfunktion II. Ordnung der R-Funk-
tion ist gleich der Differenz der Intensititsfunktionen
I. Ordnung der R-Funktion und der Z-Funktion.

II. Die Bestimmung der Konstanten
k, s, g und c.

Wir gehen aus von der Gleichung (5):

1
Alx) = ks g°ete.

Zur Bestimmung der vier Konstanten sind vier
Beobachtungen notwendig, die zu den Zeiten i, s,
x3 und zs gemacht werden. Diesen Zeiten entspreche
die Zahl der Kranken 4 (1), 2(x2), 4(x3) und 4 (urs);
diese Zahlen scien bekannt. Es soll gezeigt werden,
dass die Konstanten linear bestimmt werden kinnen.

Es ist
1

Ar) = ks get =,

1
€2 ——
Alws) = ks g°tm,
@ 1
Alwy) = ks geto,
1
Ty —
Alxs) = ks get=,
Wir logarithmieren und subtrahicren je zwei
Gleichungen von einander:
log A (1) — log 4 (x2) = (21 —a2) log s
X2 — 21

4
+(c—{—a:1)(c—|—:co log g ’

log 4 (x2) — log 4 (x3) = (x2—a3) log s
+ a— log g = B,

(e ) (e as)

log 4 (x3) — log A(xy) = (xs—x4) log s

X4 — X3 .
+ g ey 89=C

Aus je zweci Gleichungen eliminieren wir log s
und crhalten *

(xe—x3)A — (X1—x2)B =
(c+as) (x2—a1) (H2—1x3) — (xa—xg)(xz—xl)(c—{-—m)l‘) eg
(e+as) (c+xs) (c+s) ’

(xs—xs)B — (xe—a3)C =

(¢xs) (Ls—2) (X3—2s) — (Xs—3) (Xx2—13) (c+2c2)
(c+x2) (cas) (c+4)

Durch Division und Reduktion folgt

(re—axs)A—(x1—22) B _ (c+s) (21—22) (01—23) __
(xs —24) B—(22—x3)C ™~ (c+o1) (X3—s) (R2—)

und hieraus kann ¢ linear bestimmt werden mit

logyg.

)

@y (t1—2z) (01—x3) — X1 (X3—24) (Xx2—24) D

(ws—as) (x—as)D — (w1—aws) (11—s) M

Durch Substitution findet man leicht die iibrigen
Konstanten mit

[(a—x3)A — (21-22)B] (c+21) (c+a2) (c+s) (’2)

logg = (%1—3) (T—ats) (21— 73)
A log g
o = 3
]OO ’ X1 —%2 + (c+x1) (C—I—l'?.) ( )
. 1
log & = log Z(x1) — 21 log s — P log g. 4)

Um numerische Werte fiir die Konstanten zu er-
halten, beniitzen wir aus der Denkschrift?) von Prof.
Moser die Tabelle I¢ auf Scite 91.

%ot %a Iy A %

) Siche Anmerkung Seite 354.



— 360 —

Um Werte zu erhalten, die der Kurve 4(z) in
der Ausdehnung eines Jahres geniigen, legen wir die
Kurve durch die Beobachtungszeiten nach 2, 4, 13
und 39 Wochen.

* I. Beobachtung nach 2 Wochen:

Ty = 0,038331 Jahr )(1?1) = 6531

II. Beobachtung nach 4 Wochen:

2z = O,0r6661 Jahr  A(x2) = 3210

IIIL. Beobachtung nach 13 Wochen:

23 == O,2s0 150 Jahr  A(xs) — 654

IV. Beobachtung mach 39 Wochen:

Zs = Oyrq7 410 Jahr  A(xy) = 131
Zeiteinheit ist das tropische Jahr mit 365,242 Tagen.

Die Konstanten nchmen die Werte an:

c = 0,141 707,

log 9 = 0,294 644,
log s = 0,416 4266—1,
log &k = 2,199 6854.

Die nachfolgende Tabelle zeigt dic Werte an, die
die durchgelegte Kurve annimmt.

Zieitinter . Zahl der Kranken am
eitintervall in

Ende des Intervalls | pigerenz

|| Tagen Jahren Beobachtet | Berechnet
7 0,019 165 10 493 10 461 — 32
14 0,038 331 6 531 6 531 0
21 0,057 496 4 422 4 425 + 3
28 0,076 661 3210 3210 0
35 0,095 827 2 398 2438 —+ 40
42 0,114 992 1895 1922 + 27
49 0,134 155 1559 1558 — 1
56 0,153 323 1322 1299 — 23
63 0,177 484 1139 1102 — 37
70 0,191 654 982 950 — 32
(i 0,210 819 851 830 — 21
84 0,229 984 736 7383 | — 3
91 0,249 150 654 654 0
119 0,325 811 454 447 — 7
147 0,102 473 325 329 + 4
182 0,498 300 244 242 — 2
273 0,747 149 131 131 0
365 0,999 337 92 81 — 11

II1. Numerische Auswertung der Formel
fiir den Reduktionsfaktor.

Im I. Teil wurde der Reduktionsfaktor definiert
durch

‘, Y 1 b\1 c+t
B(t) = (lefotac l Jut + T [(g)? log —
a\L t w=eon [ 1 []D\2
._(T) 2 t(c —|-§> —{—"52 J(y)[m (E) 2 <cl—n_ (c+t)l—1z)
G (3 (s o)
+n—|—1 7))\ =]
Ferner sctzten wir
I
[i(x) da
0

Das Integral gibt die von den beobachteten Kranken
withrend eines Jahres gemeinsam durchlebte Krank-
heitszeit an. Aus der Statistik der ,Krankenkassen
des Kantons Bern“ erhiilt man fiir Ménner (1884 bis
1893) total 365 830 Krankentage!). Nimmt man das
tropische Jahr als Zeiteinheit an, so wird
365,222
365 830

= 0,000 998 39

C =

Da die Konstanten bestimmt sind, so erhilt man

el — | = 158,346 s4,

et =38; a = —Ilgs = 1,140
eb=yg; b =1gg = 015 121.
a b
7= 1,57885, 7= 0,532041.

Cetotae = 0,198 423.
Das Argument der J-Funktion ist
y =2 Yab = 185084
n
Die J-Funktionen nehmen die Werte an

0
J— == 0,305 172 840

1
J = 0,581 793 890
2

J = 0,320 465 432
\ )

J = 0,107 439 186

1
J = 0,026 142 075

') Aus Denkschrift von Dr. Moser, pag. 91. Tab. Ie, Sp. 8.
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5
J = 0,005 009 493

Se

- 0,000 792 991

Ya

= 0,000 107 018

8
J = 0,000 012 593

Y
J = 0,000 001 314

10
J = 0,000 000 1231

11
J = 0,000 000 01045

12
J = 0,000 000 000 8149

13
J — 0,000 000 000 023 875

Die Konstanten ¢'— und ¢**+! werden

n = 2 ¢ = T,o05083 et = 0,002 845 532
3 = 49,7983 = 0,000 103 240
4 = 351,422 = 0,000 057 142
5 = 2479Y,92 = 0,000 008 0973
6 = 175 00,4 = 0,000 001 1474
7 = 123 497 = 0,000 000 1626
8 = 817 500 = 0,000 000 02301
9 = 6150 024

10 = 48399 670

11 = 306 264 010

12 = 2161252 700
13 = 15 251 593 000

Die positiven Potenzen haben gegeniiber den
negativen Potenzen einen geringen Einfluss und kénnen
in erster Niherung fallen gelassen werden. Dadurch
reduziert sich der Koeffizient der J-Funktion in der
3 um den zweiten Teil. Der Fehler wird durch den
Zeichenwechsel des fallen gelassenen Ausdruckes noch
verkleinert. Der Einfluss dieses Fehlers ist aus den
nachfolgenden Beispielen ersichtlich.

1. Nach 8 Wochen = 56 Tage = 0,155 323 Jahr.

Nach der Formel Néherungswert Differenz
0
Jt = 0,046 790 0,046 790
1
J - Klammer = 0,254 554 0,284 554
n=oo N
e €
Y J - Klammer = 3,624 411 3,623 1473 — 0,000 968
n=:
3,955 785 3,054 817
R (0,153 328) = 0,74031 0,749013 —0,00018.

2. Nach '/sJahr = 91 Tage = 0,249 150 Jahr.

0
Jt 0,076 034 0,076 034
1
J - Klammer 0,377 728 0,377 723
> f - Klammer 4,014 507 4,008 480 — 0,006 027
4,465 209 4,462 242
L (0,249 150) = 0,s4639 0,81525 — 0,00114.

3. Nach /s Jahr — 182 Tage = 0,108 300 Jahr.

0
Jt 0,152 o6s 0,152 oss
1
J - Klammer 0,484 620 0,484 629
n
37 - Klammer 4,350 372 4,308 279 — 0,042 093
4,987 069 4,944 970
R (0,198 300) = 0,94372 0,93669 — 0,007 035

Wir vergleichen die erhaltencn Resultate mit den
aus der Beobachtung resultierenden.

Zeit | Be- | Berechnung: Differenzen ‘l

in  |obach- o
. . . an- A
Tagen | tung') | I. genau nihernd A] A,
%fo 0/0

56 | 0,739 | Oy74931 | Oy749 13 | + Oj010=1,3 | + Ojo10=13
91 | O,s30 [ Oys1639 | 984525 |+ Oj016=1,9 [+ 015 =1,

182 ] 0,928 } 0,043 72 | O,086 69 | + Oj016=L1,7 | + O009="0,97

IV. Die Krankheitsfrequenz bis zum Ab-
laufe der versicherten Krankheits-
dauer. >

Einer ncugegriindeten Krankenkasse erwichst in
der ersten Geschiftsperiode dadurch eine Vergiinsti-
gung, dass bei der Eroffnung der Kasse kein Kranken-
bestand aus der vorhergehenden Periode vorhanden
ist. Erst nach Ablauf einer Ubergangszeit, welche
gleich der maximalen Unterstiitzungszeit ist, wird die
Kasse in ,vollem Betriebe* scin.

Um das giinstige Resultat dicser Ubergangszeit
zu beurtcilen, vergleichen wir die Zahl der in diese
Ubergangszeit fallenden Krankentage mit der Zahl der
zu entschiddigenden Krankentage, welche die in dieser
Zcit erfolgenden Erkrankungen iiberhaupt mit sich
bringen.

') Entnommen der Denkschrift von Dr. Moser, pag. 91.
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Es bezeichne
w(t)dt
die Zahl der Erkrankungen, die zur Zeit ¢ im Mo-
mente df vorkommen. Es sei ferner « die Dauer der
Ubergangsperiode, und wir nehmen an, dass die Er-
krankungen sich gleichmissig iiber die Zeit « ver-
teilen; dann wird w(t) konstant = U. Von der Zeit ¢
bis zum Schluss der Ubergangszeit « ist eine Frist
von e—t Jahr. Es sind daher fiir die Udé-Erkran-
kungen
CR(a—t) - Udt

Krankentage in Rechnung zu setzen, wo C eine Kon-
stante bedeutet.

Die Gesamtzahl der in die Ubergangszeit « fallen-
den Krankentage wird somit:

(44
C.U / Rla—t)dt.
0

Die Udt-Erkrankungen wiirden fiir die Kasse fiir
die versicherte Krankheitsdauer ¢ an zu entschidigen-
den Krankheitstagen

CR(e)Udt
ausmachen, somit fiir simtliche in die Ubergangszeit «
fallende Erkrankungen:

«

/CR(«)Udt = «CUR(w).
0

Das gesuchte Verhiltnis der Vergiinstigung wird
daher

«
cU / Rlce—t)dt

o 0
vy = . «CUR(«)

1
= ;R(—(Q/R((‘_t) di.

und schreibt nach Vertau-
so wird

Setzt man a«—t =1
schung der Grenzen wieder ¢ fiir ¢,

v (i) = / Rey)dt. ) )

1
«LR(«)
0
‘Wir haben somit, um diese Begiinstigung der ersten
Rechnungsperiode zu finden, die Gleichung fiir den
Reduktionsfaktor nach der Zeit zu integricren; wir
erhalten

) Diese Ableitung findet sich in der Denkschrift von Dr.
Moser, pag. 189—192.

v@:g%;fgw+m9a¢#
e TG )
i (il ol @

(Wir lassen der Einfachheit wegen das Argument
der J-Funktion weg.) Wir zerlegen das Integral in
vier Integrale:

« 44 «
s sttt i3
[t +/J(a)“1"87"‘—/" 37t \etg)di
0 0 0

T (e

n=2

1~
O
] a?

I. Integral wird: J 5
II. Integral: Wir setzen (%t: x, so geht es iiber in

ct+o

¢ cte
: 1/p\L 110)\1 c
IIr=J (7> ze logwdx:,](—)? c[xlogac-—x]

a a 1

1

— J1 (%)% [(c—l—a) log

)t s =g 5]

Das IV. Integral wird 7erlegt in
0

( )»u “dt—/J
(44

JE ke

cte a}.
¢
Integral I1I:

[44

nN=oo N
/ nJ
=y n—1

- (ckt)-1dt

GO

n=co N 1 n 2
Sy A L EP RPN B
n—1\a : a

n=2

N=oo M 1
—_ J

n=3y n—1

1l=‘oo n (__1)n (a>l_l (C+Lt)7l+2~— cn+2
AS AR R )
+ =7 n—+1 ) n42

n=2

(2)% (c—|—a)9—" e
p 2

2—n

— 1],




Wir addieren die cinzelnen Werte:

““‘+J[< ) ((c—l—a)log—— )‘(%)‘(iq%ﬂ

b vete) g (e )

12 3
n=oo n[ 1 (b)n
+n§3Jln_l o [

% (ﬁ)— [ ( o+a)n:2_ -

—n (C+(¢) 2—=n____ L?—n]
«+ n—2

— ¢! (z]]-.

+ f

Durch Zusammenziehen und Einsetzen folgt:

( eFo+ac [ 02 ( ) ((c-l—“) log# o a)

V=R |3
~(3)r <5

4T

c

+J [ (5= 52 4 (opp— oo

Han e e eraret2ie-0)

—|—(n+;:32:2)(a) ((c+a)"+‘~’—c"+‘([n+2]a+c))]}. 3

n —3

Bei der numerischen Auswertung verschwindet bei
wachsendem n der zweite Teil der Klammer unter der
Y gegeniiber dem ersten Teil schon nach wenigen
Gliedern. Unter Beniitzung der Resultate aus dem
III. Teile erhalten wir fiir v(«) folgende Werte:

I. Beispiel: @ = 91 Tage = 0,249 150 Jahr.

al
5 = 0,009 472

0
J
1

J - [1= 0006 035
2

J - [1= 0,125 046

Nn=oco n

Y J-[]= 0652913

n=3

Klammer = 0,795 266

»(0 ) 0,189 428 - 0,795 266
249 150) =
! 0,249 150 - 0,846 39
= 0,714 35.

Sieht somit die in Griindung begriffene Kranken-
kasse eine Maximalbezugsdauer des Krankengeldes von
einem Vierteljahr in den Statuten vor, so erfihrt sie
fiir ihr erstes Vierteljahr eine Erleichterung in der
Zahl der Krankentage von

28,56 %/o.
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II. Beispiel: « = 182 Tage = 0,408 300 Jahr.

00(2
Iy

= 0,037 sss

1
J « [] = 0,167 596
J - [1 = 0,301 690

71?@ n

Y J-[]= 1,511
n=3

Klammer = 2,052 931.

0 (0,408 50) = 0,180 423 - 2,052 931
0,198 30 - 0,945 72
= 0,826 93

Die Begiinstigung betrigt somit bei Unterstiitzung
bis zu einem halben Jahre

17,35 /o.

Mit Hiilfe des Moserschen Gesetzes kénnen wir
eine Integration zur Bestimmung des Reduktionsfaktors
und der Krankheitsfrequenz in der ersten Periode
rechnerisch durchfithren. Herr Prof. Moser bemerkt
am Schlusse selnes Kapitels iiber die Krankheits-
frequenz?) :

pZur Bestimmung von R (¢) ist man auf die Be-
obachtung angewiesen. Legt man dic im ersten Ab-
schnitte aus der Beobachtung der bernischen ,Kanto-
nalen Krankenkasse“ gefundenen Werte fiir eine
gemischte Bevolkerung zugrunde, so ldsst sich eine
Integration auf graphischem Wege vornchmen. Fiir
die drei Werte

1 1

= 9 1,

welche einer Maximalbezugsdauer von einem Viertel-,
einem halben und einem ganzen Jahre entsprechen,

ergibt sich dann
v (%) = 0,14

1
v (3) = om
v (1) = O,se.

Wir hatten fiir die Manner die Werte erhalten:

1
v <Z> = 0,714 35,

1
v (§> = 9,826 93.“

Im I. Abschnitt hatten wir drei Spezialfille be-
handelt, die wir auch hier beriicksichtigen wollen.

') Denkschrift, pag. 192.
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Fir ¢ = 0 wird der Reduktionsfaktor (I. Abschn.,
Gleichung 10)

— K O‘C_+t e bn 1—n -n ]
fif_{)t) Ce °{t+blo —{—13,27&,(” 1)0 —(c+t)! ]J

Wir integrieren nochmals innerhalb der Grenzen
0 und « und erhalten

CinR:O(t) a =5 S 4 bl(c—|—u)log nl a]

nN=—oo n ) i—n
+ ,Eg n!(n—1) ¢ “
__1 c+te ey b [ (e+e)i— — ¢t—7]
¢ n‘_“g, (n—1) @—n) n!
c—{—-/c ah?
2+”{+’__} ot
N=00 hr . c—n (C—I—a))—”
no_ 7 1—n
+ = = (n—1)n! [ac n—2 ]
Nach Gleichung (1) wird daher
Cel“’{% a_b —eab+-0 [c+(c — —] ('—|—rz
v () =
a=0 « R ()
a=0
n=o0 bn ) [ - (c+a)2—n l
) 1—n
.,ﬁs (n—1)n! [M n—2 L
« R («) ’
a=0

II. Setzen wir b = 0, so wird R (t) (Gleichung 12)
definiert durch

R(l‘) =

b=0

Ceko % [l—e‘“‘l.

Wir integrieren zwischen den Gremzen 0 und «
und entwickeln die Potenz in eine Exponentialreihe:

fzz(t)dt:%m/“[at—(“m+(“t)‘ +....

. CeKo acd aced
T a [7’%

adect

cw )

Die Vergiinstigung wird in diesem Falle

Ceforqn?  a?a® | adet
[T s tara— o

C ef® [1 _ e—““]
a

v(e) =

b=0

ale?  ab® | @Bt

o1 T Tt
a [1—e—«]

e~ — 14-que

T oa [l—e—‘“‘]

v(a)_ 1

b—bd e —E' (5)

III. Wird @ = b =0, so vereinfacht sich der Re-
duktionsfaktor nach Gleichung (11), I. Abschnitt, zu

R(t) = CeFot,

a=b=0

Wir erhalten daher fiir

0 eko 6%2 1
Z:)=(l:20: «- Cekog 2 (6)

Sind beide Komponenten der Entkrankungskraft
w(z) Null, so wird die Vergiinstigung fiir die erste
Periode konstant, ndmlich 1/s.

Werden die vier Beobachtungsdaten zur Bestim-
mung der Konstanten der Moserschen Formel passend,
d. h. so gewihlt, dass die durch sie gelegte Kurve
sich der wirklichen Krankenkurve anschmiegt, so gibt
diec Formel fiir den Reduktionsfaktor und fiir die Fre-
quenz der ersten Krankheitsperiode Werte, die der
Wirklichkeit sehr nahe kommen und verwertet werden
konnen. Die maximale Abweichung bleibt in den Bei-
spielen fir den Reduktionsfaktor unter 2 °/.




