fast, als ob die Aufsichtsimter sich gegenseitig miss-
trauten. Wie sehr in der Theorie die Internationalitét
des Versicherungsbetriebes als notwendig und forder-
lich anerkannt wird, so sehr herrscht in der Praxis die
Tendenz zur Nationalisierung. Die Aufsichtsgesetze
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von Deutschland und Frankreich stehen ganz auf die-

sem Boden. Andere werden ihnen notgedrungen nach-

folgen, wenn man nicht auf dem Wege einer inter-

nationalen Einigung wieder einer liberaleren Auffassung
| zum Durchbruch verhilft.

Zur mathematischen Theorie der Versicherung verbundener Leben.

Von Dr. J. Riethmann.

Die vorliegende Arbeit ist auf eine Anregung von
Dr. Schaertlin entstanden.

1. Sie beschiftigt sich mit der Untersuchung der
Zusammenhinge der Versicherungswerte unter der An-
nahme, dass die Sterblichkeit der verbundenen Leben,
oder, konkreter ausgedriickt, der Mdnner und Frauen,
vom Zivilstand abhingig sei. Wir wollen, mit andern
Worten, die Tatsache beriicksichtigen, dass die Sterb-
lichkeitsverhéltnisse verehelichter und unverehelichter
Personen verschieden sind. Dass derartige Unterschiede
bestehen — und zwar in ziemlich hohem Masse —
beweist eine Schrift , Uber die Sterblichkeit unter den
Rentnern nach den Erfahrungen der Germania, Lebens-
Versicherungs-Aktien-Gesellschaft zu Stettin“ 1), wo auf
Seite 8 die Sterblichkeit der weiblichen Rentner nach
dem Familienstand (ledig, verheiratet, verwitwet und
geschieden) angegeben ist. Leider sind diese Sterbens-
wahrscheinlichkeiten fiir 5jihrige Altersgruppen zu-
sammengefasst und fehlen mangels geniigend zahl-
reichen Beobachtungsmateriales fiir die Ménner nach
ihrem Familienstand iiberhaupt, so dass diese Daten
einstweilen noch nicht als numerische Illustration der
nachstehend gefundenen Resultate dienen koénnen. In
einer Arbeit von A. Hewat und J. Chatham ,Uber die
Erfahrungen der Witwenkassen der schottischen Banken“
(J. I A. XXXTI) finden sich auf Seite 439 die ausge-
glichenen ., Zentralen Sterbeverhiltnisse“ lediger und
verheirateter Manner, verheirateter und verwitweter
Frauen. Der Umstand, dass das Beobachtungsmaterial
nicht sehr umfangreich ist und die verwitweten Minner
mit den verheirateten in eine Gruppe zusammengefasst
wurden, veranlasst uns indessen, von einer Benutzung
der Zahlen fiir numerische Berechnungen abzusehen.

1) Stettin, Juni 1907, L. Pasenow.

In besonderen Féllen wird auch der Versicherungs-
techniker die oben erwihnten Unterschiede?!) nicht
ausser acht lassen diirfen, namentlich dann nicht, wenn
es sich, wie z. B. bei Witwenkassen, Rentenversiche- -
rungen etc., um moglichst gute Anniiherung an den
wahrscheinlichsten Fall handelt.

2. Zweifellos haben die Begriffe .. Sterblichkeit des
Mannes in der Ehe“ und ,Sterblichkeit des Mannes
ausser der Ehe“ cine selbstindige Bedeutung und
Existenzberechtigung. Ebenso, wie man von der Sterb-
lichkeit gewisser Berufsklassen, der Bewohner eines
Landes, der Angehérigen eines gewissen Dienstes (z. B.
eines Fabrikbetriebes) spricht, kann man offenbar auch
sprechen von der Sterblichkeit . Verheirateter® und
»Unverheirateter®.

Bezeichnen wir beispiclsweise die Sterbenswahr-
scheinlichkeit eines verheirateten Mannes vom Alter x
(das Alter der Frau soll hierbei ohne Belang sein) mit
g2, so ist ¢> die Wahrscheinlichkeit, dass ein zjihriger,
verheirateter Mann im Laufe des ndchsten Jahres stirbt,
ohne dass er aus dem Zustand des Verheiratetseins
ausgetreten ist. Das Nichtaustreten aus diesem Zu-
stande kann z. B. dadurch bewirkt worden sein, dass
die Frau nicht gesterben ist, oder dass sich der Mann
nach dem Hinschiede der Frau sofort wieder verhei-
ratet hat. Entsprechend dieser Auffassung werden bei
der Berechnung der Werte von g2 aus der Erfahrung
iiber Verheiratete dicjenigen Ménner, welche ihre
Frauen verlieren, als aus der Beobachtung Ausschei-
dende zu behandeln sein.

Der Begriff ,,unabhingige Wahrscheinlichkeit“, der
sich im ersten Augenblick aufzudringen scheint, kann

1) Vergl. auch Karup: Die Finanzlage der Gothaischen Staats-
diener-Witwen-Societiit am 31. Dezember 1890, pag. 69 und 71.
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im Hinblick auf unsere Begriffsbestimmung ., Sterbens-
wahrscheinlichkeit eines Mannes in der Ehe“ umgangen
werden. Es entspricht allerdings unsere Bestimmung
von ¢2 der Bildungsweise der Karupschen ,unabhingi-
gen Wahrscheinlichkeiten“; wir glauben aber aus den
oben angegebenen Griinden, die eine Tautologie ent-
haltende Bezeichnungsweise .unabhingige Sterbens-
wahrscheinlichkeit Verheirateter vermeiden zu miissen
und in der Folge einfach von der ,Sterbenswahrschein-
lichkeit Verheiratcter* sprechen zu konnen. Spricht
man doch auch nicht von einer .,unabhingigen Sterbens-
wahrscheinlichkeit der Lehrer*, sondern einfach von der
»Sterblichkeit der Lehrer“, indem man unier letzterem
Begriffe eben die Wahrscheinlichkeit versteht, dass ein
Lehrer im nichsten Jahre stirbt, sofern er wihrend
dieser Zeit im Lehrstande verbleibt.

Analoges, wie das iiber g, Gesagte, gilt auch von
9%, der Wahrscheinlichkeit, dass ein zjihriger Witwer
im Laufe des nichsten Jahres als Witwer stirbt.

Die der Reaktivierung der Invaliden entsprechende
Wiederverheiratung verwitweter Ménner soll vorerst
ausgeschlossen bleiben.

3. Mit Hiilfe von

2 — Wahrscheinlichkeit, dass ein verheirateter Mann
im ndchsten Jahre als verheiratet stirbt,

qy = Wahrscheinlichkeit, dass eine verheiratete Frau
im nichsten Jahre als verheiratet stirbt,

q’s = Wahrscheinlichkeit, dass ein Witwer im néichsten
Jahre als Witwer stirbt,

gy = Wahrscheinlichkeit, dass eine Witwe im niichsten
Jahre als Witwe stirbt,
und der sich unter Beriicksichtigung der Bedeutung
von ¢ und ¢, selbsterklirenden Beziehungen
0z + vz = 1 (1)
@+ pz =1 @)
lassen sich nun die Absterbeordnungen fiir verheiratete
Ménner (77) und verheiratete Frauen (7)), ferner die
Absterbeordnungen fiir Witwer (7;)) und Witwen (7))
aufstellen, wobei
op1 = lz (1 gz)
v =ly (1—qy).

er1 = bz (1—qz)
by = Iy (1—gy)
4. Beziehen wir unsere Wahrscheinlichkeiten statt

auf ein Jahr auf die unendlich kleine Zeit dx, so
werden wir auf die Intensititsfunktionen gefiihrt.

®)

Bekannter Definition zufolge ist die Sterbeinten-
sitidt cines xjahrigen Mannes, gleichgiiltiz welches sein
Zivilstand sei,

M= — "o T 4)

Wir definieren nun analog:

1 dy
[ d 5
Mo dx 70 ©)
1 diy ;
w__ _ hd 6)
M= e (6)

wobei uz die Sterbeintensitit eines xjéhrigen, ver-
heirateten Mannes, u, die Sterbeintensitit eines -
jahrigen Witwers bedeutet.

5. Leitet man aus den Werten g, p, I, die sich
z. B. auf den Lehrerstand bezichen mogen, den Wert
a, ab, so erhiilt man den Barwert der nachschiissigen
Rente 1 fiir einen zjéhrigen Lehrer, der seinem Berufe
lebenslang treu bleibt. Entsprechend ergibt sich aus
den Werten ¢y, pz, Iz der Barwert einer nachschiissi-
gen Leibrente 1 fiir einen verheirateten Mann des
Alters x, der lebenslang in der Ehe bleibt. Ob in
Wirklichkeit der Lehrer in seinem Berufe verharrt,
ob der Verheiratete Zeit seines Lebens in der Ehe
lebt, ob der Witwer sich wieder verheiratet, ist eine
Angelegenheit fiir sich; ihre Beriicksichtigung fiihrt in
unserem Falle zu Fragen, deren Beantwortung uns
hernach noch beschiftigen wird.

6. Nachdem die statistische Beobachtung zur Kennt-
nis der Grundwerte ¢z, ¢y, gz, gy gefiihrt hat, stellt
sich von selbst die Aufgabe, die folgenden Wahrschein-
lichkeiten zu ermitteln:

w, = Wahrscheinlichkeit, dass cin bestimmtes Ehepaar
(x, y) das niichste Jahr iiberlebt,

w, = Wahrscheinlichkeit, dass die Frau im nichsten
Jahre Witwe wird und das Verwitwungsjahr
iiberlebt,

w; = Wahrscheinlichkeit, dass die Frau im niichsten
Jahre Witwe wird und hernach im Laufe des
Verwitwungsjahres stirbt,

w, = Wahrscheinlichkeit, dass die Frau Witwe wird
und das Verwitwungsjahr iiberlebt oder hernach
im Laufe desselben stirbt,

ws; — Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im nichsten
Jahre Witwer wird und das Verwitwungsjahr
iiberlebt,

ws = Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im néchsten
Jahre Witwer wird und hernach im Laufe des
Verwitwungsjahres stirbt,

w, = Wahrscheinlichkeit, dass der Mann Witwer wird
und das Verwitwungsjahr iiberlebt oder hernach
im Laufe desselben stirbt,

w, = Wahrscheinlichkeit, dass Mann und Frau im
nichsten Jahre sterben, gleichgiiltig in welcher
Reihenfolge.
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Ist die Sterblichkeit unabhingig vom Zivilstande,
so sind diese Wahrscheinlichkeiten bekanntlich:

Wy = Pg * Py = Puy
Wy, == Qz * Py
1
wa=§Qa: * Qy
W= Gay = qx (1 +py)
(7

Ws =(qy P
w(;:qu * Qzx

1 1
W = Quy =§Qy (1+-p2)
Ws = Gz * qy = Qay-

Findet dagegen diese Unabhingigkeit nicht statt, so
bedarf es einer besonderen Untersuchung, was an Stelle
dieser Ausdriicke tritt.

7. Wir definieren daher unter der Voraussetzung,
dass die Lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeiten fiir
Minner und Frauen innerhalb und ausserhalb der Ehe
verschieden seien, vorerst die folgenden Wahrscheinlich-
keiten:

p'Z'}y] = Wahrscheinlichkeit, dass ein ajihriger, ver-
heirateter Mann, dessen Frau das Alter y hat,
das nichste Jahr als verheiratet iiberlebt,

Dz = Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im néchsten
Jahre Witwer wird und das Ende des Ver-
witwungsjahres iiberlebt,

qafyy = Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im néichsten
Jahre Witwer wird und hernach im Laufe
des Verwitwungsjahres stirbt,

Wy == Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im néichsten

Jahre Witwer wird und das Verwitwungsjahr

entweder iiberlebt oder hernach im Laufe des-
selben stirbt.

Die Wahrscheinlichkeit pzy,;, dass der Mann das
nichste Jahr als verheiratet iiberlebt, dass also, mit
andern Worten, beide iiberleben, ergibt sich aus der
folgenden Uberlegung:

Die Wahrscheinlichkeit, dass (z) iiberlebt, ist p,
sofern seine Frau (y) unterdessen nicht stirbt. Die
Wahrscheinlichkeit des Uberlebens von (y) ist Dy, unter
der Voraussetzung, dass der Mann () unterdessen
nicht stirbt. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Uberleben
beider Personen wird deswegen gleich p - pj sein,
so dass man hat

ay = Pz Py ®)
Der Wichtigkeit dieser fundamentalen Beziehung wegen
sei auch noch der folgende Beweis angefiihrt.

Bd. II, 1908,

Sei f (z-¢, y-4t) die Funktion von z-}-¢ und y-4,
welche die Zahl der lebenden Ehepaare der Alters-
verbindung z-¢, y-4¢ bestimmt.

Von l;;: verheirateten Minnern sterben in der Zeit dt

—d loye
Von f (x4, y+1t) verheiratete-ll-l Ménnern sterben in der
Zeit dt —f (x4t y+1)- ’°+t‘
Von f(z+t, y+1) verheirateten F:‘;uen sterben in der
Zeit dt —f (ot gty - Lt
ly+e

Somit werden von f(z-}¢,y-+¢) Ehepaaren in der
Zeit dt aufgelost:
z'+t dly-l—t}

~—f (x4, y+1)- { N e
a: t y

Dieser Betrag stellt die totale Abnahme von f(xz—t,y--t)
in der Zeit dt dar. Also ist

— df (xt, y+Ht) = — [ (w41, y+) { Bhe dly+t},
e y+t
oder:
df (-t y+t) _ dlae n e
f e+t y+t) ot .,
und weiter

d log f(ac—|—t, y+t) = d log lzys + d log Uyye
=d log (It * ly+e)
log [ (@t y+1) = log (laye - lyys) 4 log C
und endlich
ftty+t) = C - Lie - Ly,
womit die gesuchte Funktion bestimmt ist.

Hieraus folgt:
(@l v+ 5
7@ y) wly
was mit (8) iibereinstimmt.

Cla:-}-l' y+1~__ » v
c. 7. l; =Pz * Py

8. Um allgemein zu sein, berechnen wir zuerst:

nt1 pi%y], die Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im
(n+1). Jahre Witwer wird und das Ver-
witwungsjahr iiberlebt,

n qz[y], die Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im (z-4-1).
Jahre Witwer erd und hernach im Laufe

~ des Verwitwungsjahres stirbt,
nt+1 Wzpyy, die Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im
(n+-1). Jahre Witwer wird und das Ver-
witwungsjahr entweder iiberlebt oder im Laufe
desselben stirbt.

Aus den gefundenen Werten ergeben sich dann
durch Spezialisierung die in Abschnitt 7 definierten
‘Wahrscheinlichkeiten.

20
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Bedeutet ¢ einen echten Bruch, so ist die Wahr- |

scheinlichkeit, dass ein zjahriger, verheirateter Mann
zur Zeit x--n-¢ noch verheiratet lebt, nach (8)

Lapntt * bypnie .
L v

Die Wahrscheinlichkeit, dass die verheiratete Frau

vom Alter y-+n-t zwischen der Zeit y-4n+¢ und

y+n-}-t-4-dt stirbt, ist
lptntt — lyinyeqar
lyptntt
Nehmen wir an, dass die Sterbefille der Frauen
simtlich zu Anfang des durch die Grenzen y—n--¢
und y--n—-+{-+4df bestimmten Zeitabschnittes stattfinden,
so stellt der Bruch

lognttyat

l:ca+n+t '
die Wahrscheinlichkeit dar, dass der Mann, der zur
Zeit x-+n+4-t Witwer geworden ist, den Zeitabschnitt
y+n-+t bis yt+nti4-dt als Witwer iiberlebt. Die
‘Wahrscheinlichkeit endlich, dass der z+n-t4-dt
jahrige Witwer den Schluss des Jahres iiberlebt, ist

r:+n+1 .

Lepnttsar
Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit des KEin-
treffens aller dieser Ereignisse ist daher gleich dem
Produkt der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen, von-
einander unabhingigen Ereignisse, also gleich

Iz Iy Iy Iy lz.
ztntt « bytntt  Cytnit T Sygmttide m+n+t+dt

LUy lypnte legntt
. l':+'n+1 (9)
lonptsat

oder gleich

l::-l—n-*—t . l;+n+t"_‘l;;+n+t+dt . l:+n+1.

i i -
Nimmt man dagegen an, dass die Sterbefille der
Frauen alle am Schluss des Zeitabschnittes y-n-¢
bis y—+n-t-}-di stattfinden, so ist in (9) an Stelle des

Faktors letntttat der Faktor lotntorat gy setzen, in-

l:c+n+t lw+"+t
dem dieser die Wahrscheinlichkeit ausdriickt, dass der
Mann den fraglichen Zeitabschnitt als verheiratet iiberlebt.

Man erhilt dann fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

o lamte - bande Dt — lngorar | Gpnierar

- ly lytntt latnte
‘ . lt:+n+1 . (93)
oder l‘:+n+z-;-dt
Lytntt — lytnittar _ lognperae  lotnts
Iy I ot ntttat

Die gleichen Uberlegungen gelten fiir jedes Zeit-
teilchen di. Somit wird unter Beriicksichtigung der

ersten Annahme:
t=1

lz+n+x bt — lgngerar
b oy

nt1 Pafy = J1=
t=0

lv
. x4-n--t
' l:co+n+t
und unter Beriicksichtigung der zweiten Annahme

(9b)

t=1

v v
1 Z t t-4-dt

Do = o — / etntt | lytnt l"y+n++

t=o0

. lg:+n+t+dt. (90)
ral;f-n+t+dt
Nun ist aber
lim Zg+n+t—|—dt l:l:+n+t
l:cv+n+t+dt Zw 2z-+n-4-t

80 dass J: mit J1 zusammenfillt.

Unter der Voraussetzung, dass die Kurve der

Lebenden (1) zwischen y+» und y-}-n4-1 eine Gerade
sei, kann gesetzt werden

Ltntt — lyntepas = dt (lypn — lyynts)-
Daher ist
t=1
—_ lv . lv lv lw
whs Pifyy = | HEE—grE . SO Sttt dt
=0 Yy z lz—{-n—l—t
t=1
w
I
—_ (” p; — ni1 pz) Sztnt1 Yzttt dt
lv lx+n+t
oder, da entsprechend,.
l:cu+n+t == lz-l-—'n + t(l::+n+1 - lz+'n)7
ow 1
n4-1 p::';’y) = ( np; nt1 Py) m+lt+

/ l;+'n + t(lg+n+1 - la:+n) dt
lopn+ t (lotnis — loyn)

== (n.py — n+t1 _py) . pz+n . n_pz
p'é-;-n—-l p::"+n——p:+nl . w }
04 Pz (9d)
{P:+n—1 Peyn—1)? S

Die Bestimmung von n Qary erfolgt analog der-
jenigen von ,is Py
Die Wahrscheinlichkeit, dass der xjéhrige, ver-

heiratete Mann in der Zeit y+n+t bis y+4n-i-4-dt
Witwer werde, diesen Zeitabschnitt iiberlebe und in

der Zeit x+n-t+4dt bis xz+4n-+1 sterbe, ist unter
Zugrundelegung der ersten Annahme
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lz-l-w-i-t . l§+n+t— y+ntitdt l:+n+t+dt
Lo H oy nys
. l:c+n+H—dt_‘lz+n+1
Lotntttat
oder auch bt
Gintt | bmie—lnierar  Ginira—lynia

i Iy lobnit
wihrend sich, falls man die zweite Annahme in Be-
tracht zieht, diese Wahrscheinlichkeit zu

lapnt Winte—lyinierae  lopnterar
le ly Lotntt
i .l:+n+t+dt’—‘l;:0+n+l
ergibt. lotntetat
Da aber, wie oben,
lim letnytrar la:+n+t
Letntetat lx+m+t

so fallen die beiden Werte der gesuchten ‘Wahrschein-
lichkeit zusammen,
Man hat daher

Tt=1
v
ndo — / ly+n+t—ly+n+t+dt lzynte

Iz

) lz+n+t+dt-—lz+n+1
l:c+n+t
oder, falls man von unendlich kleinen Gréssen zweiter
Ordnung absieht,

g — / l§+,, y+n+1 lagnye (1__13:”+n+1) it
l;,: lz+n+t
1 t=1
= Bt S5 f [Bnt b s — ) d

t=0

— (o By 7}) m+;;+1 [t tints— )
l = a:+1l + t (lq:-l-n.-l-l - lz+n)

. ( v v z+'n + Z::+n+1 vw
= (nPy—n41Dy) - — o Py
z
1 —
== E‘ (npz - n+1p;) (np: + n+1_p:¢) _n+1p:[1;;]' (10)

Die Verwitwungswahrscheinlichkeit ,,ws;; ist
offenbar gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten

(9d) und (10).
Hieraus folgt:

Bemerkenswert ist, dass in dieser Wahrscheinlichkeit
der Index w nicht vorkommt,

|
a1 Wapy) = o (v Dy
2

Setzt man nun in den Gleichungen (9d), (10) und
(11) » =0, so ergeben sich die in Abschnitt .7 auf-
gefiihrten Wahrscheinlichkeiten. Es wird ‘

paly= (1—pb) 1% . { a1 | Px Dl jog pz} (12)
s —1 ( Pe—1)?
w 1 '
Gety = (1 —p) (1 +2) — paty (18)
1 v
way == (1 —py) (1 +22) (14)
Bedenken wir ferner, dass
Patgz=1
und auch w+ :
p‘c + q&: == 1,
so gehen, falls angendhert
w 1 —P:
log py —=—2 . - (15)
14 pe

substituiert wird, die Gleichungen (12), (13) und (14)
iiber in

o 2 — gz 1+pz
Piapy) = qz-pﬁ-———2__ ,Z,= Z-ﬁ-l—_{_p:,
Pz 12)
= 2w . (14
2ly] 117" (
Gl g 21w 14p
Wyl Ty e e
w
[72%
p=—rl w. ¢ — 13a
Pz (y] 147 (18c)
1 v v
Woiy) =5 Iy (1 + pz). (140)

Begniigen wir uns dagegen an Stelle der Annédhe-
rung (15) mit dem etwas roheren Werte

log pz = — ¢, (16)
go finden wir _
Dafyy = dy * Ps (12g)
v 1
0y — ) (@8 — 02 (189)
1
Wapy = 5 By (14p2). (148)

Aus den Gleichungen (12e), (13«), (14a) bezw.
(128), (138), (148) ergeben sich durch einfache Ver-
tauschung der Indices x und y die folgenden Wahr-
scheinlichkeiten :

Pylzy = Wahrscheinlichkeit, dass eine yjihrige Frau,
deren Mann das Alter x hat, im nichsten Jahre

Witwe wird und das Verwitwungsjahr iiberlebt,

Qyfz; = Wahrscheinlichkeit, dass die Frau im néchsten
Jahre Witwe wird und hernach im Laufe des

Verwitwungsjahres stirbt,

Wyjzy = Wahrscheinlichkeit, dass die Frau im néchsten
Jahre Witwe wird, und das Verwitwungsjahr
-iiberlebt oder hernach im Laufe desselben stirbt.



Es ist
;)To 1+ v w
Pyfe) =9z Dy - i,=2 [ A7)
Tpy +;"
ww | 1+-p 1’;
= . = Wy/le 18
Qyie] = 5 0= Oy T+ yla] * T+ pv (18)
1
Wyl = 5 4 4z (1 + py), (19)

oder, entsprechend den Gleichungen (128) bis (14,8):'

Dyfe) = @z * Dy (178)
o o 1
Qyfeg = Q= (2y — 5 qy) (188)
1
Wypa) = @z (1 + pj). (196)

Die "Wahrscheinlichkeit q';—y, dass beide Personen
im nidchsten Jahre sterben, ergibt sich als Summe von
(13a) und (18). Der resultierende Ausdruck ist nicht
einfach und soll deswegen nicht angeschrieben werden.
Begniigt man sich an Stelle von (13¢) und (18)
mit (188) und (188), so kommt:
Oy = Oy 0= — & 0y + €& dy- (20)
Lassen wir auf den rechten Seiten der Gleichungen
(8), (12) bis (14e), (128) bis (148), (17) bis (19), 176)
bis (198) und (20) die Indices v und w fallen, so
gehen die betreffenden Wahrscheinlichkeiten in die
unter (7) angegebenen Werte iiber, wic dies auch
der Fall sein muss. Als Kontrolle kann die folgende
Gleichung dienen: '

Dafyy + Gy + Pyfer + Gy + Pe =1 (1)
oder, weil . o
Dafy) + Qafyr = Wapy (22)
und B
Doty T Ty = wyp) (28)
auch
Wary) + Wy(z) + Papy = 1. (24)

9. Wie die Invalidierung des Aktiven begrifflich
als ein Ereignis aufgefasst werden kann, das modifi-
zierend auf dessen Vitalitit einwirkt, kann auch der
Tod des einen Ehegatten als cin Ereignis angesehen
werden, das auf die Lebensdauer des andern einen
Einfluss ausiibt. Um die Parallele fiir den Ehemann
durchzufiihren, hat man dann als einander entsprechend
anzusehen :

Sterben als Aktiver: Sterben als Verheirateter (im Ehe-
stand).

Sterben der Ehefrau bei Lebzeiten
des Mannes (Verwitwung).

Invalidwerden :

Diese Auffassung und Zuordnung kann nun dazu
verwendet werden, um die Ergebnisse der Arbeit von
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v Dr. G. Schaertlin ,Zur mathematischen Theorie der

Invaliditétsversicherung“ (Bern, 190%; Stampfli) auch
fiir unsern Fall fruchtbar zu machen.

10. Zu diesem Zwecke denken wir uns eine Gruppe
von I, verheirateten Frauen, deren Minner alle das
Alter  haben mogen. Die von diesen I, Ehefrauen
iiberlebenden Frauen zerfallen spéterhin in zwei

Gruppen, nimlich in verheiratete Frauen ly; und in
Witwen 1,”.
Da zu Beginn unserer Beobachtung alle Frauen
verheiratet sind, ist offenbar zu dieser Zeit
lotey = 1y

.}

Nun berechnen wir eine Schértlinsche Ausscheide-
tafel fiir Ehefrauen mit Hiilfe der Wahrscheinlichkeiten
(8) und (17) und der allgemeinen Relationen:

und

ly—{—n [z4n] =— ZJ+n 1[z+4n—1] _pa:—l—n 1[{y4=n -1] (25)
(26)

ww

y+n R TN

—+ ly-l—n—l _py+n—1
Hieraus leitet sich, da fiir jede Altersgruppe y/x],
y+1[fz+1], .... die Beziehung besteht
ln J— lvv + lww (27)
die Reihe der/, (Gesamthelt der iiberlebenden Frauen) ab.
Die Reihe der l“’w ist nicht identisch mit der Reihe
der I, der gewdhnlichen Absterbeordnung der Witwen.
Fiir praktische Zwecke miissten einc Reihe solcher
Ausscheidstafeln gebildet werden, z. B. mit der Diffe-
renz y—x =0, +5, +10, .... Dic Reihen fiir die
dazwischenliegenden Differenzen wiiren durch Inter-
polation zu finden.

11. Um die Analogic mit den Beziehungen der
Invaliditdtsversicherung deutlich hervortreten zu lassen,
fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein.

Es bedeute:

Dyiz; die Wahrscheinlichkeit, dass cine mit einem Manne
des Alters x verheiratete, yjihrige Frau das nichste
Jahr als verheiratet iiberlebt.

Dann ist, wie aus Gleichung (25) ohne weiteres
ersichtlich,

vY lz_z-’H [2z-F1]
Dylz) = —— =]

% . py. (28)
vy
ylx]
Die Wahrscheinlichkeit gy, dass cine yjihrige, ver-
heiratetc Frau im niichsten Jahre als verheiratet stirbt,
ergibt sich aus der sich selbst erkldrenden Beziehung

Pyfe) + Gl + Prim) + Qe = 1 (29)
und mit Zuhiilfenahme der Gleichungen (28) und (22) zu -



Qyie) =1 — Do Dy — Wya) (30)
oder zu _
Tyfz) = Waly) (31)
was der Definition von @y entspricht.
Aus (30), sowie auch aus (24) kommt:
W afy) + Wype) = 1— pz - Py. (32)

Wir definieren ferner noch:

Py die Wahrscheinlichkeit, dass eine yjihrige, ver-
heiratete Frau das nichste Jahr als verheiratet
oder verwitwet iiberlebt, und

Qyiz;, die Wahrscheinlichkeit, dass eine yjahrige, ver-
heiratete Frau im nichsten Jahre als verheiratet
oder verwitwet stirbt.

Es ist _ _
Pyt = Pyie) + Pyia) (33)
Qyio) = Qyfe) + Qoo (34)
Daraus ergibt sich mit Beniitzung von (29)
Py} + Q) = 1. (35)

Gleichung (35) ist nicht zu verwechseln mit Glei-
chung (1).

Mit Hiilfe von (8), (17), (81), (14«), (18) lassen
sich py; und gy direkt durch die Grundwerte g3,
9y, ¢y ausdriicken. Man findet

v w v
v =1_v_Qm(‘1y—£Iy) (36)
Pylz) Qy 14p7
v oo qo: (Qy 37
Qy[z] = + (37
1 +pJ

Die Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten in
(36) und (37) ist ersichtlicherweise gleich der Einheit.

12. Die in (17), (18), (8), (30), (33) und (34) an-
gefiilhrten Fundamentalwerte bilden unseren Voraus-
setzungen und der ganzen Herleitungsweise nach das
direkte Analogon zu den beziiglichen Fundamental-
grossen der Invaliditdtsversicherung; und zwar stehen,
falls das der Invalidierung des Mannes entsprechende
Ereignis die Verwitwung des Mannes ist, einander
gegeniiber

Pz und pay vz - py)

aa

VY
qf " qaﬂ/} (wy[x])
Pz Py
ai 2w
Q= 5 Qziy
a v
Pz v DPapyi
qg 7 QZ[y] _
5 LU
bn oy Wy (Qyix)

= 5 g
Dass die obigen Analogien in der Tat bestehen,
soll im folgenden gezeigt werden.
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Entwickelt man

Zl == a:-l—t Vott dt - :c+1
a:+t
=0
und . i
ai E 4t -1
q:cl = — lg‘-z{-t V-t dt - i,—mq}
l:z: 2+t
t=0

unter der Voraussetzung, dass

l:i.i-t Vett — lg? - g
sei, so findet man mit Hiilfe der Substitution

log pr=—2.

I
=
8
3
8

i— 9._=

b

und _ .3 )

ai
q, —

88

(38)

Formeln, die schon von Zeuner!) aufgestellt und von
Kiittner ?) neu begriindet wurden. (Zeuner hat aller-
dings an Stelle der p} und g¢; die allgemeinen Werte
p, und g, gesetzt.)

Substituiert man in den obigen Formeln fiir i,
%, ¢ die entsprechenden Werte w,y), Pz, G, S0 gehen
sie in die bereits in den Gleichungen (12«) und (13«)
gefundenen Werte fiir piy; und gapy iiber.

13. In der Invalidititsversicherung gelten, wenn
'¢®* und ‘i, die Karupschen yunabhingigen* Wahr-
scheinlichkeiten bedeuten, bekanntlich folgende Rela-

tionen: 1
o= "Iy (1 — 'qZ“) (angeniihert)

4 1
za—/ aa 1 - ix )
q Qx < 2 "

pa'—=(1—"g") (1 —"ix)
Nach (14«), (19) und (8) ist

vt 1 .
Wory) = Gofe) = qy (1 — qZ) (angenihert)

(39)

(streng).

(40)

m 1
Gafy) = Wy(o) = 0o (1 -5 Ty ) N

Pety=Pyiz) = (1 — qu) (1 — q) (streng).
Es hiingen also die Grossen wyiy, Qafy) Paly Wit
den Fundamentalgrossen ¢y und ¢ in derselben Weise

1) Zeuner, Abhandlungen aus der mathem. Statistik, Leipzig
1869, pag. 130.

%) Kiittner, Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, XXV,
Leipzig 1880, pag. 17.

Siehe hierzu auch: Dr. J. Eggenberger, Die Fundamental-
grossen in der Invalidenversicherung, Assek.-Jahrbuch XXVII,
Wien 1906.
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zusammen, wie in der Invalidititsversicherung die Werte

izy Qz , Pz mit den Grundwerten i, und ’ E. Dabei
entsprechen sich

te und  wgpy

@ . G

p:a n Pg})y] (41)
o 4 |
’qi“ » e

Gz 5 Gz

Derselbe Parallelismus besteht avch in den iibrigen
Beziehungen.

Es ist nach Gleichung (38)

o nle
T4t

oder, unter Anwendung der Karupschen Substitutionen
(39),

q:t_ K q:c . 2 — q:r: . (42)
2 1+ ps
Indem wir auf der rechten Seite von (42) an Stelle der

r aa

bz, 02" und g’ nach (41) die korrespondierenden Werte
einfithren, erhalten wir

@ -0 2—go

2 w’
oder, da L+ 2
pz:z,:_" q;: 17
auch
% 95 1+4ps
2 1+4p

Dieser Ausdruck ist aber nach (13«) nichts anderes als

W
VEIE

Fiir Z_’ =2. b p ;. Gleichung (38
p 142 ) [ g (38)]
findet man auf analoge Weise
ai ’z 7 2 — "o
PE ="ty ph %
1+ po
und durch Einsetzen der entsprechenden Werte
s . 1P
1 +pz

was nach (12a) mit pmn y) Ubereinstimmt.

Der Vollstindigkeit halber moge die Parallele auch
noch auf die beiden Werte gz und pz ausgedehnt Werden

Es ist
9% = Q:z: + qu
aa ’Lm q_»c
= qz —|--
1-|-— P
'9z")

o q 7'ac(Q:c
+ 1+Pz

(44)

und o
p: =1—0q: ) .
—_1 " as __ Za:(q:c_‘ ?m). (45)
, 142,
Mit Hiilfe von (41) gehen (44) und (45) iiber in:
@ + 9y (4= — ¢z) (46)
144z '
und ,
1 —qd— gy (2= "—WQw). (47)
1+ ¢

Diese Werte stehen aber in Ubereinstimmung mit
den in (37) und (36) gefundenen Resultaten, wenn

‘man dort x und y miteinander vertauscht. Es ent-

sprechen sich also ¢z und gy, einerseits und p3 und
Payy anderseits.

Eine Zusammenstellung séimtlicher Formeln wird
dazu dienen, die Zusammenhangsverhiltnisse noch deut-
licher hervortreten zu lassen. (Vergl. Tab. Seite 149.)

Durch diese Ergebnisse erhalten die von Karup
eingefiihrten ,,unabhingigen* Wahrscheinlichkeiten eine
neue Stiitze. Der Streit um ihre theoretische Berech-
tigung wird zu ihren Gunsten entschieden. Ob man,
wo die Verhiltnisse die Wahl freilassen, zum Zeuner-
Zimmermannschen oder zum Karupschen Formelsystem
greifen will, ist eine Frage, die nach den Besonder-
heiten des konkreten Falles zu entscheiden ist. Dabei
wird auch dem praktischen Ermessen ein Einfluss auf
die Entscheidung einzurdumen sein. Bei der Invaliditéits-
versicherung mochten wir schon der einfacheren Be-
ziehungen wegen dem Zeuner-Zimmermannschen For-
melsystem den Vorzug geben.

14. Simtliche Beziehungen (10) bis (19), die
Dr. Schaertlin in seiner genannten Arbeit entwickelt
hat, lassen sich direkt auf unsern Fall iibertragen, indem
die Verwitwung einer Frau als ein Ereignis aufgefasst
wird, das der Invalidierung eines Aktiven entspricht.
So gelten beispielsweise die folgenden Relationen:

ww

QZFQJ =qy— ‘ly[z] + (2y "'Qy (48)
y[zJ
ow 1 o l
Qyte = By — Gyl — == (Oy — 0y (49)
y [x]
% 0 5 . l
Phim) =Py — Pyizi— — (by — Py )» (50)

ylz]
sowie auch die Beziehungen, die entstehen, wenn die

diskontierten Zahlen der Lebenden eingefiihrt werden.

15. In Analogie zu uz, der Ausscheideintensitit
aus dem aktiven Zustande, definieren wir ferner:

1 dyay

(51)
aY  lyr

v
Uyfz] = —
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Zeuner;lﬁttnér- Zimmermann Karup Unsere Werte
Fundamentalgrossen : Fundamentalgréssen : Fundamentalgréssen :
im ana q:n- iac, quay q:v q’,},_qg, qf.
/'i — — qv
by = f (142" Wafy) = Qofe) = (1 -+ =)
—_ 1 p— . v
@ = (1 — l) Qufy) = Wyfe) = o (1 — q—y)
2 2
Pz =1—gz"— v =(1—"is) (1 —'¢") Pafy = Dyt =(1— q3) (1 —d5)
— . g — .. s , aa _ v
pi=g . Jobz P i ph L TP Paly = g .py. 1P ""’;
142 1+ p; 142
G el G e 1+ 2 & g - g6 147}
z — r — ° xly — i
1+ 2 1 +pz 2 1+ p:
i ’e ’ aa
@ aa 1z Gz a ' aa (2 (q:c — q:::) v qU (q:c q:z:)
pa::]-_q:z a— pa::l—q:z e — pa:[y]zl_"q
) ’ a.a v
1a 1z Qe a ! aa " (q:r qx v v Qy (Q-’c q:n)
9= qs 22 | = Gy = ¢ +L =%
: 1+ 75 : 142 : i 14 p?

die Ausscheideintensitéit einer verheirateten Frau vom
Alter y aus dem verheirateten Zustande, gleichgiiltig,
ob das Ausscheiden durch Tod oder durch Verwitwung
hervorgerufen wird.

Die Verwitwungsintensitiit einer yjihrigen, ver-
heirateten Frau ist offenbar gleich der Sterbeintensitét
des xjihrigen, verheirateten Mannes, da in dem Augen-
blicke, in welchem der verheiratete Mann stirbt, die Frau
Witwe wird. Ebenso ist auch die Verwitwungsintensitét
eines zjéhrigen Mannes gleich der Sterbeintensitit der
yjihrigen Frau.

Nach (24) und (28) ist
Pyle) + Weryy + Wy ey = 1.

Diese Relation gilt auch fiir die unendlich kleine Zeit
dy; daher wird sein:

L]

Somit (1 — pryay 4Y) + py dy +pady =1.  (52)
omi :
e = fhy + pz- (53)

Die Beziehung (53) rechtfertigt es, uy; als Auflésungs-
intensitit des Ehepaares (, y) zu bezeichnen. Sie gibt
uns den Satz: Die Auflosungsintensitit eines Ehepaares
ist gleich der Summe der Sterbemtenmtaten der beiden
Ehegatten.

Durch Vertauschung der Indices geht (53) iiber in
Hw[ y) = Mz - fy, (54)

woraus
Bafy) = By/a)- (55)

Es entsprechen den Werten der Invaliditdtsversicherung

unsere Werte
w v v v
My MBy/zjy Uy Mo

bezw. oy Moy Moy My

16. Aus den vorstehenden Entwicklungen und deren
Zusammenhang mit der Invaliditétsversicherung geht
hervor, dass simtliche Beziehungen, die Dr. Schiirtlin
in bezug auf die Invalidititsrenten und die Kapital-
versicherung auf den Todes- und Invaliditdtsfall (so-
weit sie sich auf ein Leben beziehen) aufgestellt hat,
auch fiir unsern Fall Giiltigkeit haben, wenn man nur
dafiir sorgt, dass die in jenen Formeln auftretenden
Grossen durch die ihnen entsprechenden ersetzt werden.
Es hat also die Arbeit von Dr. Schértlin auch auf
diesem Gebiete grundlegende Bedeutung.

17. Zum Schlusse seien noch die wichtigsten
Rentenbarwerte fiir Witwenrenten angegeben.

a) Ganzjihrige Renten.
Bedeutet

der Barwert der nachschiissigen Leibrente fiir eine

a

! Frau der Gesamtheit,

ay der Barwert der nachschiissigen Leibrente fiir
eine Witwe,

az—m der Barwert der nachschiissigen Leibrente fiir
eine verheiratete Frau, zahlbar so lange sie ver-
heiratet ist,

.a;_[w_y der Barwert der nachschiissigen Leibrente fiir

eine verheiratete Frau, zahlbar, falls die Frau
Witwe wird, erstmals béginnend zu Anfang des :

i e aa
My My Uz y Vz

dem Verwitwungsjahre folgenden Jahres,
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so ist
yfe) = Gy — Byfa) — (ay —ay.  (56)
yl=]
b) Unterjéhrige Renten.
(m) o n?— 1
Gy = eyl + o omt fa- 67
¢) Kontinuierliche Renten.
—— by 1
yle) = Qyfa)+ g e (58)

d) Kapitalversicherung auf den Todes- und Ver-
witwungsfall.
Es sei

A, der Barwert der Kapitalversicherung 1 fiir eine
Frau der Gesamtheit,

Ay der Barwert der Kapitalversicherung 1 fiir eine
Witwe,
y/zy der Barwert der Leistung 1, wenn die Frau
als verheiratet stirbt,
yrz; der Barwert der Leistung 1 fiir eine verhei-
ratete Frau, zahlbar, wenn diese, nachdem sie
Witwe geworden, stirbt.
Dann ist
yiw = Ay — Ay —A,)  (89)
v
und v
“—ow i .3
ylz) = Y vl (60)
wo

J = log. nat. (1-4%).
e) Vollstindige Renten.
(m)
Stellt aym den Barwert der vollstindigen, in Raten

1
von — zahlbaren Witwenrente einer verheirateten
m

Frau (y) dar, wobei als erste Rente eine Rate im
Verhiltnis der Zeit von der Verwitwung bis zum
Schlusse des Verwitwungsabschnittes gewidhrt wird,
80 ist (m)

ylz) = o) yl=)
2m
o
Bezeichnet man mit @y den Barwert einer in

(61)

Raten zahlbaren, vollstindigen Witwenrente, wobei die

1 .
erstc Rente — eines Jahres nach der Verwitwung

m
bezahlt werden soll, so ist
m 5
g = (1 — ———)_"w w 62
yiz] == ( % y[w]+12 - (A Kb, (62)

Dabei bedeutet (Ay 2y die einseitige Uberlebens-
Kapitalversicherung, zahlbar an die Frau () beim Tode

des Mannes (z), und (AY%;) die einseitige Uberlebens-
Kapitalversicherung, bei welcher das versicherte Ka-
pital statt am Schlusse des Jahres zur Zeit des Todes
des Mannes bezahlt wird.

Es ist
(Ay [x]

t=o0

2wt s tfabt) Wytiabe) (63)

vy ly[zJ

y[wl) = (Ay( x]/s

oder, nach dem Text Book [pag. 234, Formel Nr. 29],

und
(64)

auch
(Ajtsy) = wz Gyl + —;— (@ylz—1) — Bylat1)-  (65)
o
Als gute Anndherung fiir @, kann auch
(m o
= (1 - 5-) it (66)

verwendet werden.

18. Wir kommen nun noch auf die Schlussbemer-
kung des Abschnittes 5 zuriick, wonach die Wieder-
verheiratung des iiberlebenden Ehegatten vorerst aus-
geschlossen war.

Wir berechneten die (unabhingige) Sterbenswahr-
scheinlichkeit eines zjihrigen Witwers zu

T. :

£
L, — <5
wobei L, die Zahl der Witwer des Alters x, T, die
Anzahl der Todesfille wihrend der Zeit z bis 41,
und W, die Zahl der wihrend des Jahres durch Wieder-
verheiratung aus * der ~Beebachtung ausscheidenden
Witwer bedeutet.

BeZeichnet man die (unabhingige) Heiratswahr-
scheinlichkeit eincs Witwers vom Alter x mit H,
80 ist

Qo —

W
Ty
Ly——-

Die Wahrscheinlichkeit, weder durch Tod noch
durch Heirat auszuscheiden, also dic Wahrscheinlich-
keit, als Witwer zu iiberleben, ergibt sich zu

pe =(1—¢qz) (1— Hz), (67)
und die Ausscheidewahrscheinlichkeit eines zjdhrigen
Witwers, erfolge das Ausschciden durch Tod oder
durch Heirat, wird ,

w w
9z =1 —ps-
‘Will man bei unseren fritheren Betrachtungen die

Mbglichkeit der Wiederverheiratung zulassen, so hat
man einfach an Stelle der l;- und I, -Tafeln Aus-

HY =
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scheidetafeln fir Witwer und Witwen zu setzen, bei
welchen die sich wiederverheiratenden Personen wie
Gestorbene behandelt werden. Wir wollen diese Aus-
scheidetafeln mit 1; und 1, bezeichnen.

Es ist beispielsweise

lytn =Ty (1 — @ytn-1) (1 — Hylns),
oder nach (67)

l;lv+'n = lq;+n-1 P;lv-i-ﬂ-h (69)
und der Barwert der nachschiissigen Rente, zahlbar
an eine Witwe des Alters ¥ und aufhdrend mit dem

Tode oder der Wiederverheiratung der Witwe,

=00
Oy = yLlw Eo v . (70)
vy

Ersetzen wir in unsern Entwicklungen (9«) bis
(18 p) iiberall I, pz, g» durch Iy, pz, qz, bezichungs-
weise Uy, py, g, durch 1y, py, qy, so erhalten wir die
Wahrscheinlichkeits- und Versicherungswerte, die das
Heiraten des iiberlebenden Witwers (Witwe) wie das
Ableben in Rechnung bringen.

So ist z. B. die Wahrscheinlichkeit, dass ein mit
einer yjahrigen Frau verheirateter Mann () im nich-
sten Jahr Witwer wird und das Ende des Verwitwungs-
jahres als Wiétwer iiberlebt nach (12«)

PZK;} — qz . 1+ pm

1+ pz

und die Wahrscheinlichkeit, dass ein zjdhriger ver-

heirateter Mann, dessen Frau das Alter y hat, im

nichsten Jahre Witwer wird und hernach im Laufe

des Verwitwungsjahres entweder stirbt oder wieder
heiratet, nach (13 )

Pz - (71)

1 14 pa
) = — gy 14

2 1+pz
Die Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten (71)
und (72) ergibt wegen (68) nach (14 «) wieder wyy,.

w

. Qz (72)

Die Verwitwungswahrscheinlichkeit w,y,; ist also
unabhingig von der Wiederverheiratungs- und von der
Sterbenswahrscheinlichkeit der Witwer.

Die Wahrscheinlichkeit qgaj; lisst sich in zwei
Komponenten zerlegen, deren Bestimmung hier noch
folgen mag.

Bezeichnet man mit qgy; " die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Mann des Alters x, der mit einer yjihrigen
Frau verheiratet t, im nichsten Jahre Witwer wird
und hernach im Laufe des Verwitwungsjahres als
Witwer stirbt, so wird

t=1 T=1—t
0w art byve 0 a | Yersrr 00 de
q.z[y] = o Tow t y-+¢ ——w Mat-t+T .
lm l;; lx-l-t
t=o0 T=0

Bd. II, 1908,

~

o

1

Unter der Annahme, dass

byt tyrs = Uy gy

1—11),
2

und

Gtttr Moyets =1z (

Sk

t=o0

geht 2" iiber in

T=1—1
=4t g
.r+t

Da ferner den obigen Annahmen entsprechend

’wa

w 1
Qafy] = Qy Qe -2

‘U
12

Bro— @ 1)
und analog

lope =1y — t s — 1)

gesetzt werden kann, wird

t=1
0" = 4y ¢¥ (1 — 1_13) (L—a) 1 _t)at, (13)
2 (1—pY)
t=o
wobei zur Abkiirzung
E—Bu_, '
. (14)
und w »
lar: - 1:1:+1 -
__lw__ =5

gesetzt worden ist.

Der Wert des Integrals auf der rechten Scite von
(73) ergibt sich mit Hiilfe der Substitution

28
log (1 — —_——
g0 —f)=—"
- . 1 2 —« .
nach gehoriger Reduktion zu - , oder mit
v
Beriicksichtigung von (74) zu 11 +P; .
2 1+4py
Somit ist
ow 2w g v
qiﬁ’,j’”:_—-l— Gy 9= (1 _é) . l+_p:) (75)
2 2 1+ pe

Bedeutet pz["}]” die Wahrscheinlichkeit, dass ein
zjahriger Mann, dessen Frau das Alter y hat, im
nichsten Jahre Witwer wird und sich hernach im
Laufe des Verwitwungsjahres wieder verheiratet, so ist

t=1 ‘—l—t

v lU
batt | y_“"",u ¢ dt
d Uy

T=0

vwv

Pafy

m+t+’[ 77z+t+, dr,
l:c+t
t=o0

WO gpe47 die Heiratsintensitit des z--{--zjéhrigen
Witwers darstellt.

21
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Setzt man

w
etire Nerire = 1z Ha ( — q—2‘”>,
so wird analog wie vorher .
T=1—t
ol I :c t
Pw[y} =gy Hz l_” — + dt [ dr,
und weiter =
_.. 1 w 1 v
Pafy) — — 4y Ha (1 _Q_*) : "‘p;- (16)
2 2 1+ ps

Die Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten (75)
und (76) ergibt wieder (72), d. h. es ist
Qely) = Gajy) + Pely] (1)
Durch Vertauschen ‘der Indices erhalten wir die
betreffenden Wahrscheinlichkeiten fiir Frauen. Dabei
ist dann allerdings vorausgesetzt, die Wahrscheinlich-
keit, zu heiraten, sei bei der Witwe nur eine Funktion
des Alters und nicht auch der Verwitwungsdauer, was
fiir das erste Jahr des Witwenstandes zwar nicht zu-

‘trifft. - Die kleine Inkongruenz darf aber ohne Bedenken
in den Kauf genommen werden.

19. Entsprechend den Entwicklungen des Ab-
schnittes 10 konnen wir nun mit Hiilfe einer .Aus-
scheidetafel 1; und der zugehdrigen q, und p; aus
einer Gruppe von [y verheirateten Frauen die Reihen

der iiberlebenden Ehepaare ?fwl und der Witwen 1;,7“’
herleiten, wobei wieder die Reihe der (lesamtheit der
Uberlebenden durch die Relation

+ lww

1, =12
bestimmt wird.

Fiir die Versicherungswerte, welche sich aus diesen
drei Reihen herleiten, gelten die gleichen Beziehungen
wie die in der zitierten Abhandlung von Dr. G. Schaert-
lin fiir Aktive und Invalide abgeleiteten.

Handelt es sich beispielsweise um die Ermittlung
des Barwertes der Witwenrente, zahlbar an (¥) nach

. dem Ableben von (z), wobei die Rentenzahlung mit

dem Tode oder der Wiederverheiratung der Witwe
aufhoren soll, so ergibt sich dieser Barwert zu

vw v
Vylz) = —

0 by

t=o0 Py
2 ot g ey (1 0Y4e41), (T8)

t=0

oder, in anderer Schreibweise, zu

ow 70 1
S = o — afy — =L () —ay ). (19)
y[z]

Der Barwert der kontinuierlichen Witwenrente ist

—m w1
o = il + e (80)

Ziirich, im September 1907.

Die indirekte Methode zur Berechnung der Anwartschaft auf Witwenrente.

Von Dr. G. Schzrtlin.

1. Seitdem Bekm?!) und Zillmer?) und andere
Autoren in Deutschland, Ralph P. Hardy ®), Meikle ®),
King*), Manly?), Allin®) und E. C. Thomas”) in England
zur Berechnung der Anwartschaft auf Witwenrente
die Wahrscheinlichkeit, verheiratet zu sein, also das

) G. Behm, Entwurf eines Gesetzes betreffend die Unfallver-
sicherung der Arbeiter nebst Begriindung, sowie eine Denkschrift,
betreffend die Gefahrenklassen. Berlin 1882.

?) Zillmer, Assekuranz-Jahrbuch von A. Ehrenzweig. XII.
Jahrgang,

3) Man vergleiche J. I. A., XXXVIII, S. 163.

9 J. L A, XXX, 8. 291.

% .J. L A, XXXVI, 8. 209, XXXVIII, S. 101 und XLII, S. 1.
) J. I A, XXXIX, 8. 337.
) J. 1A, XL, S. 188.

i}

Verhiltnis der Zahl der verheirateten Ménner eines
bestimmten Alters zu der Zahl der Minner desselben
Alters iiberhaupt, eingefithrt haben, ist von der neuen
Methode vielfach Gebrauch gemacht worden ?).

Das Verfahren, als indirekte Methode bekannt,
von den englischen Autoren ,Collective method“ ge-
nannt, scheint um so mehr Aussicht zu haben, sich
allgemein einzubiirgern, als sorgfiltige Untersuchungen
gezeigt haben, dass dessen Ergebnisse sehr gut mit
denen der komplizierteren direkten Methode, die mit den
Sterbenswahrscheinlichkeiten der Frauen in der Ehe

1) Auch die Arbeit von O. Schjoll, Christiania 1892, von der
ein Auszug im J. I. A, XL, S. 200 enthalten ist, behandelt diesen
Gegenstand.



