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fast, als ob die Aufsichtsämter sich gegenseitig miss
trauten. Wie sehr in der Theorie die Internationalst 
des Versicherungsbetriebes als notwendig und förder
lich anerkannt wird, so sehr herrscht in der Praxis die 
Tendenz zur Nationalisierung. Die Aufsichtsgesetze 

Die vorliegende Arbeit ist auf eine Anregung von 
Dr. Schaertlin entstanden. 

1. Sie beschäftigt sich mit der Untersuchung der 
Zusammenhänge der Versicherungswerte unter der An
nahme, da8S die Sterblichkeit der verbundenen Leben, 
oder, konkreter ausgedrückt, der Männer und Frauen, 
vom Zivilstand abhängig sei. Wir wollen, mit andern 
Worten, die Tatsache berücksichtigen, dass die Sterb
lichkeitsverhältnisse verehelichter und unverehelichter 
Personen verschieden sind. Dass derartige Unterschiede 
bestehen — und zwar in ziemlich hohem Masse — 
beweist eine Schrift „Über die Sterblichkeit unter den 
Rentnern nach den Erfahrungen der Germania, Lebens-
Versicherungs-Aktien-Gesellschaft zu Stettin" *), wo auf 
Seite 8 die Sterblichkeit der weiblichen Rentner nach 
dem Familienstand (ledig, verheiratet, verwitwet und 
geschieden) angegeben ist. Leider sind diese Sterbens
wahrscheinlichkeiten für 5jährige Altersgruppen zu-
sammengefasst und fehlen mangels genügend zahl
reichen Beobachtungsmateriale8 für die Männer nach 
ihrem Familienstand überhaupt, so dass diese Daten 
einstweilen noch nicht als numerische Illustration der 
nachstehend gefundenen Resultate dienen können. In 
einer Arbeit von A. Hewat und J. Chatham „Über die 
Erfahrungen der Witwenkassen der schottischen Banken" 
(J. I. A. XXXI) finden sich auf Seite 439 die ausge
glichenen „Zentralen Sterbeverhältnisse" lediger und 
verheirateter Männer, verheirateter und verwitweter 
Frauen. Der Umstand, dass das Beobachtungsmaterial 
nicht sehr umfangreich ist und die verwitweten Männer 
mit den verheirateten in eine Gruppe zusammengefasst 
wurden, veranlasst uns indessen, von einer Benutzung 
der Zahlen für numerische Berechnungen abzusehen. 

l) Stettin, Juoi 1907, L. Pasenow. 

von Deutschland und Frankreich stehen ganz auf die
sem Boden. Andere werden ihnen notgedrungen nach
folgen, wenn man nicht auf dem Wege einer inter
nationalen Einigung wieder einer liberaleren Auffassung 
zum Durchbruch verhilft. 

In besonderen Fällen wird auch der Versicherungs
techniker die oben erwähnten Unterschiede*) nicht 
ausser acht lassen dürfen, namentlich dann nicht, wenn 
es sich, wie z. B. bei Witwenkassen, Rentenversiche
rungen etc., um möglichst gute Annäherung an den 
wahrscheinlichsten Fall handelt. 

2. Zweifellos haben die Begriffe rtSterblichkeit des 
Mannes in der Ehe" und „Sterblichkeit des Mannes 
ausser der Ehe a eine selbständige Bedeutung und 
Existenzberechtigung. Ebenso, wie man von der Sterb
lichkeit gewisser Berufsklassen, der Bewohner eines 
Landes, der Angehörigen eines gewissen Dienstes (z. B. 
eines Fabrikbetriebes) spricht, kann man offenbar auch 
sprechen von der Sterblichkeit „Verheirateter" und 
„Unverheirateter". 

Bezeichnen wir beispielsweise die Sterbenswahr
scheinlichkeit eines verheirateten Mannes vom Alter x 
(das Alter der Frau soll hierbei ohne Belang sein) mit 
g£, so ist q°x die Wahrscheinlichkeit, dass ein ^jähriger, 
verheirateter Mann im Laufe des nächsten Jahres stirbt, 
ohne dass er aus dem Zustand des Verheiratetseins 
ausgetreten ist. Das Nichtaustreten aus diesem Zu
stande kann z. B. dadurch bewirkt worden sein, dass 
die Frau nicht gestorben ist, oder dass sich der Mann 
nach dem Hinschiede der Frau sofort wieder verhei
ratet hat. Entsprechend dieser Auffassung werden bei 
der Berechnung der Werte von qv

x aus der Erfahrung 
über Verheiratete diejenigen Männer, welche ihre 
Frauen verlieren, als aus der Beobachtung Ausschei
dende zu behandeln sein. 

Der Begriff „unabhängige Wahrscheinlichkeit", der 
sich im ersten Augenblick aufzudrängen scheint, kann 

*) Vergi, auch Karup : Die Finanzlage der Gothaischen Staats
diener-Witwen-Societät am 31. Dezember 1890, pag. 69 und 71. 
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im Hinblick auf unsere Begriffsbestimmung „Sterbens
wahrscheinlichkeit eines Mannes in der Ehe" umgangen 
werden. Es entspricht allerdings unsere Bestimmung 
von qx der Bildungsweise der Karupschen „unabhängi
gen Wahrscheinlichkeiten" ; wir glauben aber aus den 
oben angegebenen Gründen, die eine Tautologie ent
haltende Bezeichnungsweise „unabhängige Sterbens
wahrscheinlichkeit Verheirateter" vermeiden zu müssen 
und in der Folge einfach von der „Sterbenswahrschein
lichkeit Y erheirateter" sprechen zu können. Spricht 
man doch auch nicht von einer „unabhängigen Sterbens
wahrscheinlichkeit der Lehrer", sondern einfach von der 
„Sterblichkeit der Lehrer", indem man unter letzterem 
Begriffe eben die Wahrscheinlichkeit versteht, dass ein 
Lehrer im nächsten Jahre stirbt, sofern er während 
dieser Zeit im Lehrstande verbleibt. 

Analoges, wie das über qx Gesagte, gilt auch von 
q™, der Wahrscheinlichkeit, dass ein #j ähriger Witwer 
im Laufe des nächsten Jahres als Witwer stirbt. 

Die der Reaktivierung der Invaliden entsprechende 
Wie der Verheiratung verwitweter Männer soll vorerst 
ausgeschlossen bleiben. 

3. Mit Hülfe von 

qx = Wahrscheinlichkeit, dass ein verheirateter Mann 

im nächsten Jahre als verheiratet stirbt, 

q°y = Wahrscheinlichkeit, dass eine verheiratete Frau 

im nächsten Jahre als verheiratet stirbt, 

q™ = Wahrscheinlichkeit, dass ein Witwer im nächsten 

Jahre als Witwer stirbt, 

q£ = Wahrscheinlichkeit, dass eine Witwe im nächsten 
Jahre als Witwe stirbt, 

und der sich unter Berücksichtigung der Bedeutung 
von qv

x und (fx selbsterklärenden Beziehungen 

ql + pl = 1 (1) 

qx + Px = 1 (2) 
lassen sich nun die Absterbeordnungen für verheiratete 
Männer (Vi) und verheiratete Frauen (lv

y), ferner die 
Absterbeordnungen für Witwer (lx) und Witwen (l™) 
aufstellen, wobei 

uv •• 
? X 

*x+l — Ix U—q.x) fraH-1 = *>x {i— qx) 

ly (1—öS) $ H = ]1y (!—(Zy). r 
(3) 

4. Beziehen wir unsere Wahrscheinlichkeiten statt 
auf ein Jahr auf die unendlich kleine Zeit dx, so 
werden wir auf die Intensitätsfunktionen geführt. 

Bekannter Definition zufolge ist die Sterbeinten
sität eines ^jährigen Mannes, gleichgültig welches sein 
Zivilstand sei, 

1 dlx 

^=-dïX (4) 

Wir definieren nun analog: 

_\_dl 

dx r 

t « = _ L*% 
^x dx iwl 

(5) 

(6) 

wobei ti°x die Sterbeintensität eines arjährigen, ver
heirateten Mannes, fix die Sterbeintensität eines x-
jährigen Witwers bedeutet. 

5. Leitet man aus den Werten qx, pX) lx, die sich 
z. B. auf den Lehrerstand beziehen mögen, den Wert 
ax ab, so erhält man den Barwert der nachschüssigen 
Rente 1 für einen ^jährigen Lehrer, der seinem Berufe 
lebenslang treu bleibt. Entsprechend ergibt sich aus 
den Werten (fXJ pX) lv

x der Barwert einer nachschüssi
gen Leibrente 1 für einen verheirateten Mann des 
Alters #, der lebenslang in der Ehe bleibt. Ob in 
Wirklichkeit der Lehrer in seinem Berufe verharrt, 
ob der Yerheiratete Zeit seines Lebens in der Ehe 
lebt, ob der Witwer sich wieder verheiratet, ist eine 
Angelegenheit für sich ; ihre Berücksichtigung führt in 
unserem Falle zu Fragen, deren Beantwortung uns 
hernach noch beschäftigen wird. 

6. Nachdem die statistische Beobachtung zur Kennt
nis der Grundwerte qXi qv

y, qx, q™ geführt hat, stellt 
sich von selbst die Aufgabe, die folgenden Wahrschein
lichkeiten zu ermitteln: 

wy = Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Ehepaar 

(x, y) das nächste Jahr überlebt, 

w.2 — Wahrscheinlichkeit, dass die Frau im nächsten 
Jahre Witwe wird und das Verwitwungsjahr 

überlebt, 

w.ò = Wahrscheinlichkeit, dass die Frau im nächsten 
Jahre Witwe wird und hernach im Laufe des 

Yerwitwungsjahres stirbt, 

ZÜ4 = Wahrscheinlichkeit, dass die Frau Witwe wird 
und das Verwitwungsjahr überlebt oder hernach 

im Laufe desselben stirbt, 

w6 = Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im nächsten 
Jahre Witwer wird und das Verwitwungsjahr 

überlebt, 

iv6 = Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im nächsten 
Jahre Witwer wird und hernach im Laufe des 

Verwitwungsjahr es stirbt, 

w1 = Wahrscheinlichkeit, dass der Mann Witwer wird 
und das Verwitwungsjahr überlebt oder hernach 

im Laufe desselben stirbt, 

iv8 = Wahrscheinlichkeit, dass Mann und Frau im 
nächsten Jahre sterben, gleichgültig in welcher 
Reihenfolge. 
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Ist die Sterblichkeit unabhängig vom Zivilötande, 
so sind diese Wahrscheinlichkeiten bekanntlich: 

Wi =Px 'Py=Pxy 

w2 = qx • Py 
1 

w* -T^qx • qy 

wA = qxy ^qxV+Py) 

wb qy • Px 

w« = -öqy • qx 

Wn fo» = -̂  &(!+?*) 

(7) 

VW 

PxfyJ 

VW 

qxfyj 

w8 = qx • qy = q^-

Findet dagegen diese Unabhängigkeit nicht statt, so 
bedarf es einer besonderen Untersuchung, was an Stelle 
dieser Ausdrücke tritt. 

7. Wir definieren daher unter der Voraussetzung, 
dass die Lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeiten für 
Männer und Frauen innerhalb und ausserhalb der Ehe 
verschieden seien, vorerst die folgenden Wahrscheinlich
keiten: 

px
v
[y] = Wahrscheinlichkeit, dass ein #j ähriger, ver

heirateter Mann, dessen Frau das Alter y hat, 
das nächste Jahr als verheiratet überlebt, 

Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im nächsten 
Jahre Witwer wird und das Ende des Ver-
witwungsjahre8 überlebt, 

Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im nächsten 
Jahre Witwer wird und hernach im Laufe 
des Verwitwungsjahres stirbt, 

Wahrscheinlichkeit, das8 der Mann im nächsten 
Jahre Witwer wird und das Verwitwungsjahr 
entweder überlebt oder hernach im Laufe des
selben stirbt. 

Die Wahrscheinlichkeit px}yj, dass der Mann das 
nächste Jahr als verheiratet überlebt, dass also, mit 
andern Worten, beide überleben, ergibt sich aus der 
folgenden Überlegung: 

Die Wahrscheinlichkeit, dass (x) überlebt, ist p°x> 

sofern seine Frau (y) unterdessen nicht stirbt. Die 
Wahrscheinlichkeit des Überlebens von (y) ist pv

y> unter 
der Voraussetzung, dass der Mann (x) unterdessen 
nicht stirbt. Die Wahrscheinlichkeit für das Überleben 
beider Personen wird deswegen gleich px • p° sein, 
so dass man hat 

pffyj-pi-p;- (8) 

Der Wichtigkeit dieser fundamentalen Beziehung wegen 
sei auch noch der folgende Beweis angeführt. 

wx[y] = 

Sei f (x-\-t, y+t) die Funktion von x+t und y+t, 
welche die Zahl der lebenden Ehepaare der Alters
verbindung x+t, y-\-t bestimmt. 

Von lx+t verheirateten Männern sterben in der Zeit dt 

—d Fx+t-

Von f (x+t^ y+t) verheirateten Männern sterben in der 

Zeit dt -f (x+t, y+t) dlx+t 

Von f (x+t, y-\-t) verheirateten Frauen sterben in der 

Zeit dt —f (x+t, y+t) dly+t 
vy+t 

Somit werden von f (x-\-t, y-\-t) Ehepaaren in der 
Zeit dt aufgelöst: 

l <>x+t ly+t ) 

Dieser Betrag stellt die totale Abnahme von f(x-\-t, y+t) 
in der Zeit dt dar. Also ist 

— df(x+t,y+t) = 
oder : 

df (x+t, y+t) 

f (x+t, y+t) :+t dt '»+*! 

+* Cy. y+t 

dlx+t . dly+t 

x+t y+t f'(x+t, y+V 
und weiter 

d log f (x+t, y+t) = d log lv
x+t + d log lv

y+t 

= d log (lv
x+t • lvy+t) 

log f(x+t, y+t) = log (fx+t • %+0 + lo9 0 
und endlich 

•f(x+tiy+t) = C- Z+t-fy+t, 

womit die gesuchte Funktion bestimmt ist. 

Hieraus folgt: 

f(x+l,y+l)_ 
<nvv = 
" er. fill 

C lx+î ' h •y+1 

O • lX ' ly 
~Px ' Pyf 

was mit (8) übereinstimmt. 

8. Um allgemein zu sein, berechnen wir zuerst: 

n+iPx^fyjj die Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im 
(n+l). Jahre Witwer wird und das Ver
witwungsjahr überlebt, 

n qlfy], die Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im (n+l). 
Jahre Witwer wird und hernach im Laufe 
des Verwitwungsjahres stirbt, 

n+t ivX[y]} die Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im 
(n+l). Jahre Witwer wird und das Ver
witwungsjahr entweder überlebt oder im Laufe 
desselben stirbt. 

Aus den gefundenen Werten ergeben sich dann 
durch Spezialisierung die in Abschnitt 7 definierten 
Wahrscheinlichkeiten. 

Bd. II, 1908. 20 
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Bedeutet t einen echten Bruch, so ist die Wahr
scheinlichkeit, dass ein arjähriger, verheirateter Mann 
zur Zeit x+n+t noch verheiratet lebt, nach (8) 

jV iV 

»x+n+t * »y+n+t 

F • F 
VX ly 

Die Wahrscheinlichkeit, dass die verheiratete Frau 
vom Alter y+n+t zwischen der Zeit y+n+t und 
y+n+t+dt stirbt, ist 

(y+n+t — ('y+n+t+dt 

(y+n+t 

Nehmen wir an, dass die Sterbefalle der Frauen 
sämtlich zu Anfang des durch die Grenzen y+n+t 
und y+n+t+dt bestimmten Zeitabschnittes stattfinden, 
so stellt der Bruch 

lW 
(x+n+t+dt 

-.w 
»x+n+t 

die Wahrscheinlichkeit dar, dass der Mann, der zur 
Zeit x+n+t Witwer geworden ist, den Zeitabschnitt 
y+n+t bis y+n+t+dt als Witwer überlebt. Die 
Wahrscheinlichkeit endlich, dass der x+n+t+dt 
jährige Witwer den Schiuse des Jahres überlebt, ist 

(x+n+1 
fW 

»x+n+t+dt 
Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit des Ein
treffens aller dieser Ereignisse ist daher gleich dem 
Produkt der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen, von
einander unabhängigen Ereignisse, also gleich 

jV yV jV iV jW 

('x+n+t • Ly+n+t ('y+n+t Ly+-n+t+dt Lx+n-\ »y+n+t+dt ^x+n+t+dt 
lv . F 
ix »v 

Ly y+n+t 

'x+n+1 

C 'x+n+t 

IT 
oder gleich 

jW 

('x+n+t+dt 
(9) 

ïx+n+t (y+n+t ' 
-iV iw 

Ly+n+t+dt »x+n+1 
lx vy Lx+n+t 

Nimmt man dagegen an, dass die Sterbefälle der 
Frauen alle am Schiuse des Zeitabschnittes y+n+t 
bis y+n+t+dt stattfinden, so ist in (9) an Stelle des 

•jW jV 

F a k t o r s ^-f-H-H-a* d e r F a k t o r 'x+n+t+dt zu se t zen , in -
lW jV 
(x+n+t Lx+n+t 

dem dieser die Wahrscheinlichkeit ausdrückt, dass der 
Mann den fraglichen Zeitabschnitt als verheiratet überlebt. 

Man erhält dann für die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

1° 
LxA 

Ly x+n+t « Ly+n+t »y+n+t FvA Ly+n+t+dt »x+n+t+dt 

oder 

JV nV ]V 
vx ' (y "y+n+t 

(x+n+1 

»x+n+t+dt 

fV iV iV 

vy+n+t — (y+n+t+dt »x+n+t+dt 
ly Ix 

»x+n+t 

jW 

(x+n+1 
(x+n+t+dt 

(9a) 

Die gleichen Überlegungen gelten für jedes Zeit
teilchen dt. Somit wird unter Berücksichtigung der 
ersten Annahme: 

t=i 

*-H — »y+n+t+dt 
n+l 

— Clw 7V 

PxfyJ Ol J —-— . 

fc=o x F 
Ly 

x+n+t (9b) 
'x+n+t 

und unter Berücksichtigung der zweiten Annahme 

t=i 
— r-iw jv ?v 

„vw j / »x+n+1 »y+n+t — ^y+n+t+dt 
n+l PxfyJ — oi —J — - — 

* = o r 
»a 

Lx+n+t+d t 

tx+n+t+dt 

(9c) 

Nun ist aber 

Um l*+«+t+ät. 
jW 

»x+n+t+dt 

x+n+t 

C 'x+n+t 
so dass J*2 mit J\ zusammenfällt. 

Unter der Voraussetzung, dass die Kurve der 
Lebenden (lv

y) zwischen y+n und y+n+1 eine Gerade 
sei, kann gesetzt werden 

ly+n+t ly+n+t+dt = dt (Fy+n ly+n+i)-

Daher ist 
t=i 

fjV nV jV jW 
vw / »y+n »y+n+1 »x+n+t »x+n+1 

n+l PxfyJ— / v ' ~ • — 
. »v »x (xA-n+t 

dt 
x+n+t 

t=zl 

•0 

iw r j v 

»x J lx+n+t 

oder, da entsprechend, 

»x+n+t »x+n ~r » [ »x+n+1 

S V V\ 

(nPy— n+lPy) 

t=o 
x+n+t 

lw \ »x+n/, 

vw 
n+l PxfyJ 

jW 

(x+n+1 
F 
»X 

ft »x+n + * ( (x+n+1 lx+n) fä 

»x+n + t ( Ix+n+l — »x+n) 

s V V\ w v 

'• (nPy — n+lPy) ' Px+n ' nPx 

t=o 
„v 

V H W V \ 
Px+n~ +P:+:~PT iogpw

x+n\ (9d) 
Px+n — 1 (Px+n — l)* J 

Die Bestimmung von nqx%j erfolgt analog der

j e n i g e n VOn n+lpVfyJ-

Die Wahrscheinlichkeit, dass der arjährige, ver
heiratete Mann in der Zeit y+n+t bis y+n+t+dt 
Witwer werde, diesen Zeitabschnitt überlebe und in 
der Zeit x+n+t+dt bis x+n+1 sterbe, ist unter 
Zugrundelegung der ersten Annahme 
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7Ü JV TV jfü 

»x+n+t (y+n+t—(y+n+t+dt (x+n+t+dt 

F 
•ito fW 

(x+n+t+dt—(x+n+1 

jW 

lx+n+t 

oder auch 

lx+n+t 
jV 

»x 

il x+n+t+dt 

t-t, y+n+t — Ly+n+t+dt »x+n+t+dt—»x+n+1 
jW jU 

(x+n+t+dt—Ix 

F 
»V 

l. x+n+t 
während sich, falls man die zweite Annahme in Be
tracht zieht, diese Wahrscheinlichkeit zu 

lx+n+t ly+n+t—ly+n+t+dt lx+n+t+dt 

?x r 
Ly 

lx+n+t 
l. i (x x+n+t+dt »x+n+1 

fW 

lx+ ergibt. lx+n+t+dt 

Da aber, wie oben, 

Um (x+n+t+dt _ (x+n+t? 
•jW -jW 

Lx+n+t+dt (x+n+t 

so fallen die beiden Werte der gesuchten Wahrschein
lichkeit zusammen. 

Man hat daher 

VW 

nQxfyJ = / ly+n+t — (y+n+t+dt F 
Lx +n+t 

*=o 

jV 
by F 

»or. 

•jW 

lx+n+t+dt -
yW 

' Ix-+n+l 

r 
»X 

»x+n+t 
oder, falls man von unendlich kleinen Grössen zweiter 
Ordnung absieht, 

/
ly+n—ly+n+1 lx+n+t (^ lx+n-

üj * lv ' 1 Jw 
»y »x » »x+n-

= (nPy—n+lpVy) — \ Wx+n + t (^x+n+1 — ll+n)\ 

t=o 

dt 

F 
i »x 

t=\ 
n+l f (x+n + t (lx+-n+l lx+n) rfj 

x J (x+n + » ( lx+n+1 — lx+n) 
-(„pl-n+lPl)^ 

lX 
t=0 

F J_ lv 

f ™v ™v\ vx+n "T" »x+n+1 vw 
= (nPy — n+l Py) ' — 5 n+l PxfyJ 

£ (x 
*• s V V\ / V \ V\ VW / ^ A \ 

= ~Z (nPy — n+lPy) (nPx + n+l Px) ~ n+l PxfyJ- (10) 
Li 

Die Verwitwung8wahrscheinlichkeit n+t wx fyj ist 
offenbar gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten 
(9d) und (10). 

Hieraus folgt: 

n+l WxfuJ = -£ (npVy — n+\P°y) (nPx + n+ipl)- ( 1 1 ) 

Bemerkenswert ist, dass in dieser Wahrscheinlichkeit 
der Index w nicht vorkommt. 

Setzt man nun in den Gleichungen (9d), (10) und 
(11) n = o, so ergeben sich die in Abschnitt 7 auf
geführten Wahrscheinlichkeiten. Es wird 

( V -i W V \ 

pll]=a-pl)VW« - ^ I + ^ p ^ l o g ^ (12) 
(Px — 1 (Px — X)x j 

ASSJ = f a ~PD a +pvx) -PH 

IV: 'x[vi=— 0- —Py) C1 +Px)-

(13) 

(14) 

Bedenken wir ferner, dass 
V i V -f 

Px + qx=l 
und auch 

W i w 1 

Px + qx = l, 
so gehen, falls angenähert 

logj£ = - 2 
1 W 

— Px (15) 
l+Px 

substituiert wird, die Gleichungen (12), (13) und (14) 
über in 

= 2w. xlVi 

1 

2 — qx 

pl 

2-ql 

1+JPÎ 

(12«) 

VW 
Qx[y]=—qy • qx 

2 2 — qx 

Wx[y] ' 

__ nV nW + ^X 

2qs'9xT+pi 

1+P* 
1 V s-t \ V \ 

Wx[yl = —qy(l+Px)-

(18«) 

(14a) 

Begnügen wir uns dagegen an Stelle der Annähe
rung (15) mit dem etwas roheren Werte 

logpx=~qx, (16) 
so finden wir 

VW 

PxfyJ qy 'Px 

nVW V s W •*• V \ 

%fyj = qy(qx —-^ 0.x) 

1 

(12/?) 

(13/?) 

(Hf l wxfyj^-çqîfi+pl). 

Aus den Gleichungen (12a), (13a), (14a) bezw. 
(12/?), (130, (14/?) ergeben sich durch einfache Ver
tauschung der Indices x und y die folgenden Wahr
scheinlichkeiten : 

Py^xj = Wahrscheinlichkeit, dass eine yjährige Frau, 
deren Mann das Alter x hat, im nächsten Jahre 
Witwe wird und das Verwitwungsjahr überlebt, 

qy™xf = Wahrscheinlichkeit, dass die Frau im nächsten 
Jahre Witwe wird und hernach im Laufe des 
Verwitwungsjahres stirbt, 

Wyixj = Wahrscheinlichkeit, dass die Frau im nächsten 
Jahre Witwe wird, und das Verwitwungsjahr 
überlebt oder hernach im Laufe desselben stirbt. 
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Es ist 

Py[x]: :<LIP%-1+1 

Ï+Pt y """•'•f+K 
vw A v w i + "y 

«»w = ? a-«» • Y q ^ 
wvM =-alO-+ Pi), 

= Wy[x] • 
iy 

l+Py 

(17) 

(18) 

(19) 

oder, entsprechend den Gleichungen (12/?) bis (14/5): 

PyfxJ = qx ' Py 

via v s tu -*• v \ 

1y[x] = ix (qy — — qy) 

iVy[xj = -ql(l+pVy). 

(17/5) 

(18(f) 

(19/S) 

Die Wahrscheinlichkeit q—, dass beide Personen 
im nächsten Jahre sterben, ergibt sich als Summe von 
(13or) und (18). Der resultierende Ausdruck ist nicht 
einfach und soll deswegen nicht angeschrieben werden. 

Begnügt man sich an Stelle von (13a) und (18) 
mit (13/5) und (18/9), so kommt: 

V V W V V | V 10 /f)A\ 

q^y = qyqx — qx qy + qxqy. (20) 
Lassen wir auf den rechten Seiten der Gleichungen 

(8), (12a) bis (14«), (12/9) bis (14/9), (17) bis (19), 17/9) 
bis (19/9) und (20) die Indices v und tu fallen, so 
gehen die betreffenden Wahrscheinlichkeiten in die 
unter (7) angegebenen Werte über, wie dies auch 
der Fall sein muss. Als Kontrolle kann die folgende 
Gleichung dienen: 

VW I VW i A VW i VW f VV -J / o 1 \ 

PxfyJ + Qxfy) + PyfxJ + qyfxj + Pxfy] = 1 (^1) 

oder, weil _ _ 
VW I vw / o o \ 

PxfyJ + qxfyj = Wx[yj (M) 
und 

VW I rtVW /OQ\ 

PyfxJ • %J[X] = Wy[X] (JÖ) 
auch 

Wx[y) + Wy[x] + pljyj = 1. (24) 

9. Wie die Invalidierung des Aktiven begrifflich 
als ein Ereignis aufgefasst werden kann, das modifi
zierend auf dessen Vitalität einwirkt, kann auch der 
Tod des einen Ehegatten als ein Ereignis angesehen 
werden, das auf die Lebensdauer des andern einen 
Einfluss ausübt. Um die Parallele für den Ehemann 
durchzuführen, hat man dann als einander entsprechend 
anzusehen : 

Sterben als Aktiver : Sterben als Verheirateter (im Ehe
stand). 

Invalidwerden : Sterben der Ehefrau bei Lebzeiten 

des Mannes (Verwitwung). 

Diese Auffassung und Zuordnung kann nun dazu 
verwendet werden, um die Ergebnisse der Arbeit von 

Dr. G. Schaertlin „Zur mathematischen Theorie der 
Invaliditätsversicherung" (Bern, 1907; Stämpfli) auch 
für unsern Fall fruchtbar zu machen. 

10. Zu diesem Zwecke denken wir uns eine Gruppe 
von ly verheirateten Frauen, deren Männer alle das 
Alter x haben mögen. Die von diesen ly Ehefrauen 
überlebenden Frauen zerfallen späterhin in zwei 
Gruppen, nämlich in verheiratete Frauen llfxj und in 
Witwen VyW. 

Da zu Beginn unserer Beobachtung alle Frauen 
verheiratet sind, ist offenbar zu dieser Zeit 

und 

JW 7 

»y[x] »y 

Ly 0. 

Nun berechnen wir eine Schärtlinsche Ausscheide
tafel für Ehefrauen mit Hülfe der Wahrscheinlichkeiten 
(8) und (17) und der allgemeinen Relationen: 

jW jVV VV 

(y+n [x+n] :=== (y+n-l [x+n—1] Px+n-1 [y+n -1] (25 ) 

-iWW iVV VIO / r » / » \ 

(y+n (y+n—l[x+n-l] Py+n-\[x+n—1] (26 ) 

+ yWW to 

ly+n—l Py+n—1* 

Hieraus leitet sich, da für jede Altersgruppe y[x], 
y+l[x+l], . . . . die Beziehung besteht 

ln = l™ + lf°, (27) 
die Reihe der ly (Gesamtheit der überlebenden Frauen) ab. 

Die Reihe der lyW ist nicht identisch mit der Reihe 

der ly, der gewöhnlichen Absterbeordnung der Witwen. 

Für praktische Zwecke müssten eine Reihe solcher 
Ausscheidetafeln gebildet werden, z. B. mit der Diffe
renz y—x = 0, + 5 , ± 1 0 , . . . . Die Reihen für die 
dazwischenliegenden Differenzen wären durch Inter
polation zu finden. 

11. Um die Analogie mit den Beziehungen der 
Invaliditätsversicherung deutlich hervortreten zu lassen, 
führen wir die folgenden Bezeichnungen ein. 

Es bedeute: 
plJxj die Wahrscheinlichkeit, dass eine mit einem Manne 
des Alters x verheiratete, ?/jährige Frau das nächste 
Jahr als verheiratet überlebt. 

Dann ist, wie aus Gleichung (25) ohne weiteres 
ersichtlich, _ 

p;jx]==h±^±1L=K v ( 28 ) 

ly[x] _ 

Die Wahrscheinlichkeit ($j\xh dass eine yjährige, ver
heiratete Frau im nächsten Jahre als verheiratet stirbt, 
ergibt sich aus der sich selbst erklärenden Beziehung 

VV I VV I VW I VIO •* iC%f\\ 

Py[x] + Qy[x] + Py[x] + qy[x) — A (**) 

und mit Zuhülfenahme der Gleichungen (28) und (22) zu 
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oder zu 
VV -i V V 

qy[x] = l—PxPy— Wy[x] (30) 

(31) qy[x] = Wx[yh 

was der Definition von wX[V] entspricht. 
Aus (30), sowie auch aus (24) kommt: 

iv X[y] + wy[x] = 1 — pl • p°y. (32) 

Wir definieren ferner noch: 

p°y[x], die Wahrscheinlichkeit, dass eine yjährige, ver
heiratete Frau das nächste Jahr als verheiratet 
oder verwitwet überlebt, und 

qllx], die Wahrscheinlichkeit, dass eine ^jährige, ver
heiratete Frau im nächsten Jahre als verheiratet 
oder verwitwet stirbt. 

Es ist _ _ 
„v vv , vw /oo\ 
Py[x] = Py[x] + Py{x] (Od) 

V VV i VW SO A\ 

qy[x] = qy[x] + qy[x]> (04) 
Daraus ergibt sich mit Benützung von (29) 

PVy[x] + qv
y[x]=l. (35) 

Gleichung (35) ist nicht zu verwechseln mit Glei
chung (1). 

Mit Hülfe von (8), (17), (31), (14«), (18) lassen 
sich pVy[X] und qlix] direkt durch die Grundwerte ql, 

ql, q™ ausdrücken. Man findet 
V S to V \ 

Ix (qy — qy) Py[x] 1 Qy 

V V | 

qy[x] = qy + 

i+py 
V /- W V\ 

Ix (qy — qy) 

(36) 

(37) 
1+Py 

Die Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten in 
(36) und (37) ist ersichtlicherweise gleich der Einheit. 

12. Die in (17), (18), (8), (30), (33) und (34) an
geführten Fundamentalwerte bilden unseren Voraus
setzungen und der ganzen Herleitungsweise nach das 
direkte Analogon zu den bezüglichen Fundamental-
grössen der Invaliditätsversicherung ; und zwar stehen, 
falls das der Invalidierung des Mannes entsprechende 
Ereignis die Verwitwung des Mannes ist, einander 
gegenüber 

aa -i w s v v \ 

p^ und psfrj (px • py) 
aa vv s \ 

qx y) qx[y] (Wy[x]J 
ai vw 

Px y, Px[y] 
ai vw 

qx 7) qx[y] 
a v 

Px r) Px[y] 
a v 

qx „ qX[y] _ 

»x T, lVx[y] (qyjx]) 
i w 

qx » qx-
Dass die obigen Analogien in der Tat bestehen, 

soll im folgenden gezeigt werden. 

Entwickelt man 

JPa 

und 

ITJ 
t=o 

t=] 

ITJ 

'x+t 1'x+t dt ix+i 

Lx 'X+t 

lx+t i'x+t dt 
lx+t lx+1 

lx+t 

unter der Voraussetzung, dass 

2aa -iaa 

x+tVx+t = (x ' lx 

sei, so findet man mit Hülfe der Substitution 

log Px = 

Pf = = 2 

und 

1+PÌ 
t 

Ix Px 

^T¥x 
i 

ix qx 

(38) 

x ~ 1+PÌ 
Formeln, die schon von Zeuner1) aufgestellt und von 
Küttner2) neu begründet wurden. (Zeuner hat aller
dings an Stelle der px und qx die allgemeinen Werte 
px und qx gesetzt.) 

Substituiert man in den obigen Formeln für ix, 
px, qlc die entsprechenden Werte wX[y], px, q™, so gehen 
sie in die bereits in den Gleichungen (12«) und (13«) 
gefundenen Werte für pxfy] und qxfy] über. 

13. In der Invaliditätsversicherung gelten, wenn 
'(£? und 'ix die Karupschen „unabhängigen" Wahr
scheinlichkeiten bedeuten, bekanntlich folgende Rela
tionen : 

-t x / a 

l-jq* 

aa t aa 

qx = qx 
1 

w. 

aa /--i t aa\ /+ /• \ 

Px = (l — qx) ß— ix) 
Nach (14a), (19) und (8) ist 

VV V I -, •*• V 

x[y] = iylx] = qy 11 — <fe 

(angenähert) 

(streng). 

(angenähert) 

(39) 

VV V ( -i „v \ 

qx[y] — Wy[X] = qx ( l — qy J 

VV VV /-* V \ /••* V \ 

Pxly] = Py[xl =fl — Qx) (I — Qu) 

Ï) 

(streng) 

(40) 

Es hängen also die Grössen wX[y], qljy], px
V[y] mit 

den Fundamentalgrössen q°y und qx in derselben Weise 

1) Zeuner, Abhandlungen aus der mathem. Statistik, Leipzig 
1869, pag. 130. 

2) Küttner, Zeitschrift für Mathematik und Physik, XXV, 
Leipzig 1880, pag. 17. 

Siehe hierzu auch : Dr. J. Eggenberger, Die Fundamental
grössen in der Invalidenversicherung, A6sek.-Jahrbuch XXVII, 
Wien 1906. 
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zusammen, wie in der Invaliditätsversicherung die Werte 

4. 

und 

ix, qx > Px mit den Grundwerten 'ix und 
entsprechen sich 

'~aa Dabei 

w. 
aa 

\Lx 

Px 

'€ 

'x[yi 
JVV 
y.x[y] 

Px[y] 
v 

Qy 

V 

qx 

(41) 

qx t) qx 

Derselbe Parallelismus besteht auch in den übrigen 
Beziehungen. 

Es ist nach Gleichung (38) 

nai Ixqx 
*x = j-1 

1 +Px 
oder, unter Anwendung der Karupschen Substitutionen 
(39), . -
v '' '• % Q / aa 

q a i _ tx qx m *— qx ^ 

2 1 +px 

Indem wir auf der rechten Seite von (42) an Stelle der 
'ixj 'qT und qx nach (41) die korrespondierenden Werte 
einführen, erhalten wir 

Qy-qx 2-qZ 

oder, da 

auch 

2 l+pt 

- Pl+ql=l, 
V W H i V 

qy - qx i +Px 
2 1 + p ï 

Dieser Ausdruck ist aber nach (13a) nichts anderes als 
v~w 

qx[y]-

[Gleichung (38)] Für Px
i=2-Z^T1 

1+Ä 
findet man auf analoge Weise 

— m o * a 

Px ==z Ix Px 
1 +Px 

und durch Einsetzen der entsprechenden Werte 

V w 
QyVx • l ì W ' 

was nach (12a) mit plfyi übereinstimmt. 

Der Yollständigkeit halber möge die Parallele auch 
noch auf die beiden Werte q% und p% ausgedehnt werden. 

Es ist 
ja aa i ai 

qx = qx + qx 
n

aa , ix qx = qx + 

— / * s i f aa \ 

'aaa i lx(qx— qx) 
= \LX -A r 

1+Px 

(44) 

und 
Px 

1 
/ • s t t aa\ 

/ aa Ix (qx qx ) 

qx i + Ä 
(45) 

Ql + 

und 

1 

Mit Hülfe von (41) gehen (44) und (45) über in : 
V / W V \ 

qy (qx —qxj u$\ 
l+Qx 

V S W V \ 

v qy (qx — qx) C47\ 
1 + qx 

Diese Werte stehen aber in Übereinstimmung mit 
den in (37) und (36) gefundenen Resultaten, wenn 
man dort x und y miteinander vertauscht. Es ent
sprechen sich also qx und qX[y] einerseits und p% und 
pv

X[y] anderseits. 
Eine Zusammenstellung sämtlicher Formeln wird 

dazu dienen, die Zusammenhangsverhältnisse noch deut
licher hervortreten zu lassen. (Vergi. Tab. Seite 149.) 

Durch diese Ergebnisse erhalten die von Karup 
eingeführten „unabhängigen* Wahrscheinlichkeiten eine 
neue Stütze. Der Streit um ihre theoretische Berech
tigung wird zu ihren Gunsten entschieden. Ob man, 
wo die Verhältnisse die Wahl freilassen, zum Zeuner-
Zimmermann8chen oder zum Karupschen Formelsystem 
greifen will, ist eine Frage, die nach den Besonder
heiten des konkreten Falles zu entscheiden ist. Dabei 
wird auch dem praktischen Ermessen ein Einfluss auf 
die Entscheidung einzuräumen sein. Bei der Invaliditäts
versicherung möchten wir schon der einfacheren Be
ziehungen wegen dem Zeuner-Zimmermannschen For
melsystem den Vorzug geben. 

14. Sämtliche Beziehungen (10) bis (19), die 
Dr. Schaertlin in seiner genannten Arbeit entwickelt 
hat, lassen sich direkt auf unsern Fall übertragen, indem 
die Verwitwung einer Frau als ein Ereignis aufgefasst 
wird, das der Invalidierung eines Aktiven entspricht. 

So gelten beispielsweise die folgenden Relationen : 

VW 
qy[x] • qy-

VV 
• iylx] ' 

F 
»V 
fVV 
L\ 

(qy —qy) 
'y[x] 

vw w 
qy[x] = qy 

VV 
• qy[x] -

Mvw 
Py[x]~-

rvv 
Ly[x] 

lv 

(qy — qy) 

w vv . vy s w M \ 

--Py —PyM £~(Pv —Py)y 
ly[x] 

(48) 

(49) 

(50) 

sowie auch die Beziehungen, die entstehen, wenn die 
diskontierten Zahlen der Lebenden eingeführt werden. 

15. In Analogie zu ^x%, der Ausscheideintensität 
aus dem aktiven Zustande, definieren wir ferner: 

(AyfxJ 
1 dlyfxj 

V Qx/ 
(51) 
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Zenner - Küttner - Zimmermann 
Fundamentalgrössen : 

aa i 
*xy qx ? qx* 

Karup 
Fundamentalgrössen : 

/• r aa i 
ixi qx ? qx* 

Unsere Werte 
Fundamentalgrössen : 

V V w 

qyi qxt qx* 

aa -t aa 
Px = 1 — f t f —1 

i 
IxPx 

p. -2 • 

aai — 
Ix — 

îx qx 

i+pi 

Px = 1 — 2 * 

a aa i 
qx= qx + 

^x qx 

ix qx 

Px 

vai 

Px 

qx 

a 
Px 

-Z~fi + PxJ 

',r(i-|) 

(\ - %) a -y?) 
l + 'pT 

= txP> 

ix qx 

i+pl_ 
l + 'pf 

2 ' l+Px 
i ' /• i / aa \ 

1 ' aa ^x {^x ^x ' 

l+Px _ 
f ' /• i r aa \ 

ix (qx — qx ) / aa 
Qx + 

I+Pl 

VV (#W s-t f V \ 

WxfyJ = qyfxj = -fß+ Px) 

vv __ 
ixfy] = Wyfx] = q. '•(l-fi 
Mvv 
Px[y] •• 

Mvw 
Px[y]: 

VW 

Qx[y] • 

PxfyJ : 

qlfyj z 

VV ,'H V \ s-\ V \ 

Pylxl =(l-Qy)(l—Qx) 

i+rf 
l + J Ä 

V w 
Qy -Px 

qy • qx 

+ 

2 1 + K 
V s W V \ 

Qy (Qx — Qx) 

l+Px 
V s W V \ 

Qy (Qx — qx) 

l+Px 

die Ausscheideintensität einer verheirateten Frau vom 
Alter y aus dem verheirateten Zustande, gleichgültig, 
ob das Ausscheiden durch Tod oder durch Verwitwung 
hervorgerufen wird. 

Die Verwitwungsinten8ität einer ^/jährigen, ver
heirateten Frau ist offenbar gleich der Sterbeintensität 
des arjährigen, verheirateten Mannes, da in dem Augen
blicke, in welchem der verheiratete Mann stirbt, die Frau 
Witwe wird. Ebenso ist auch die Verwitwungsintensität 
eines ^jährigen Mannes gleich der Sterbeintensität der 
yj ährigen Frau. 

Nach (24) und (28) ist 
VV i i -f 

PyfxJ + WxfyJ + IVyfx] = 1. 
Diese Relation gilt auch für die unendlich kleine Zeit 

dy; daher wird sein: 

(1 — fax] dy) + ßldy + ixv
xdy=\. (52) 

Somit 

f4fxj=f4 + fÀx' ( 5 3 ) 

Die Beziehung (53) rechtfertigt es, \iyrxj als Auflösungs
intensität des Ehepaares (x, y) zu bezeichnen. Sie gibt 
uns den Satz : Die Auflösungsintensität eines Ehepaares 
ist gleich der Summe der Sterbeintensitäten der beiden 
Ehegatten. 

Durch Vertauschung der Indices geht (53) über in 

PxfyJ = fix + Pyy ( « ) 

woraus 

P%fyJ = PyfxJ* . (55) 

Es entsprechen den Werten der Invaliditätsversicherung 

i a aa 

Px*, Px) f^X 5 Vx 

unsere Werte 

bezw. 

Py> PyfxJ-» Py-> Px 
W V V V 

fix* Pxfyji fix, Py 

16. Aus den vorstehenden Entwicklungen und deren 
Zusammenhang mit der Invaliditätsversicherung geht 
hervor, dass sämtliche. Beziehungen, die Dr. Schärtlin 
in bezug auf die Invaliditätsrenten und die Kapital
versicherung auf den Todes- und Invaliditätsfall (so
weit sie sich auf ein Leben beziehen) aufgestellt hat, 
auch für unsern Fall Gültigkeit haben, wenn man nur 
dafür sorgt, dass die in jenen Formeln auftretenden 
Grössen durch die ihnen entsprechenden ersetzt werden. 
Es hat also die Arbeit von Dr. Schärtlin auch auf 
diesem Gebiete grundlegende Bedeutung. 

17. Zum Schlüsse seien noch die wichtigsten 
Rentenbarwerte für Witwenrenten angegeben. 

a) Ganzjährige Renten. 
Bedeutet 

ay der Barwert der nachschüssigen Leibrente für eine 
Frau der Gesamtheit, 

Oy° der Barwert der nachschüssigen Leibrente für 
eine Witwe, 

der Barwert der nachschüssigen Leibrente für 
eine verheiratete Frau, zahlbar so lange sie ver
heiratet ist, 

der Barwert der nachschüssigen Leibrente für 
eine verheiratete Frau, zahlbar, falls die Frau 
Witwe wird, erstmals beginnend zu Anfang des 
dem Verwitwung8jahre folgenden Jahres, 

VV 
a
y[x] 

VW 
WyfxJ 
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SO Î8t 

VW w 
ayfxJ — ay »yfxj ' 

b) Unterjährige Renten. 
(m) __ 
VW VW 

—J— (Oy—dy). 
lVV 

y[x] 

m2 — 1 VW VW I * 

üyfxj = CLyfxJ + ^ ^ 2 P* 

c) Kontinuierliche Renten. 

~vw VW i^ -*• V 
ay[xj — ay[xj~T^c\ Px* 

(56) 

(57) 

(58) 

d) Kapitalversicherung auf den Todes- und Ver-
witwung8fall. 

Es sei 

Ay der Barwert der Kapitalversicherung 1 für eine 
Frau der Gesamtheit, 

der Barwert der Kapitalversicherung 1 für eine 
Witwe, 

der Barwert der Leistung 1, wenn die Frau 
als verheiratet stirbt, 

der Barwert der Leistung 1 für eine verhei
ratete Frau, zahlbar, wenn diese, nachdem sie 
Witwe geworden, stirbt. 

Dann ist 

a 2 / 

A vv 

**yfxj 

Avw 
yfxj 

•n-yfxj = ^ -y -yfxj -

und 

wo 

h-(K 
jVV 

(yfxj 

AJ 

l 

è 
A VW v kV 

y[x] "T" -^yfxjf 

(59) 

(60) 

cF = log. nat. (l+i). 

e) Vollständige Renten. 
(m) 

Stellt aVy[x] den Barwert der vollständigen, in Raten 

von — zahlbaren Witwenrente einer verheirateten 
m 

Frau (y) dar, wobei als erste Rente eine Rate im 
Verhältnis der Zeit von der Verwitwung bis zum 
Schlüsse des VerwitwungsabSchnittes gewährt wird, 
80 ist (m) _ 

ÖVW lH u \ — V W 

ay[x] = (1 ——- ay[xj. (61) 

(m) 

Bezeichnet man mit à™X] den Barwert einer in 

Raten zahlbaren, vollständigen Witwenrente, wobei die 

erste Rente — eines Jahres nach der Verwitwung 
m 

bezahlt werden soll, so ist 

OVW _ _ _ / •* 
ay[x] = y* 

ô \—vw , d 
— )ay[x] ~i 
2ml m j 12m3 (KTxl)- (62) 

Dabei bedeutet (A^fx) die einseitige Überlebens-
Kapitalversicherung, zahlbar an die Frau (y) beim Tode 

des Mannes (x), und (A?y[X]) die einseitige Überlebens-
Kapitalversicherung, bei welcher das versicherte Ka
pital statt am Schlüsse des Jahres zur Zeit des Todes 
des Mannes bezahlt wird. 

Es ist 
£ = o 

und 

(A$x]) = *L- S W+t ry+t[x+t] Wy+t[x+t], (63) 
Z—V 

ly[x] *»C 

(Klxl) = (K?xl)i (64) 

oder, nach dem Text Book [pag. 234, Formel Nr. 29], 
auch 

sT~VW , V -VV i *• / — V V —VV \ / £ > e : \ 

(A
y[x]) = Px ay[x] + g" ( ay[x-i] — ay[x+i])* (oo) 

Jm) 

Als gute Annäherung für a^X] kann auch 

J-}
 Ä 

OVW lH v \ VW /nn\ 

ay[x] — ! I — —\ ay[x] (66) 
verwendet werden. 

18. Wir kommen nun noch auf die Schlussbemer
kung des Abschnittes 5 zurück, wonach die Wieder
verheiratung des überlebenden Ehegatten vorerst aus
geschlossen war. 

Wir berechneten die (unabhängige) Sterbenswahr
scheinlichkeit eines xj ährigen Witwers zu 

Tx qx = . 
Lx 

Wx 
2 

wobei Lx die Zahl der Witwer des Alters x, Tx die 
Anzahl der Todesfälle während der Zeit x bis x+ 1, 
und Wx die Zahl der während des Jahres durch Wieder
verheiratung aus der Beobachtung ausscheidenden 
Witwer bedeutet. 

Bezeichnet man die (unabhängige) Heiratswahr
scheinlichkeit eines Witwers vom Alter x mit Hx, 

so ist 
TjW 

Jt±x = 
wx 

•i-'X 
Tx 

Die Wahrscheinlichkeit, weder durch Tod noch 
durch Heirat auszuscheiden, also die Wahrscheinlich
keit, als Witwer zu überleben, ergibt sich zu 

të = (l-qZ)(l-B£), (67) 

und die Ausscheidewahrscheinlichkeit eines xjährigen 
Witwers, erfolge das Ausscheiden durch Tod oder 
durch Heirat, wird 

W 1 w 

qx = i — p*. 
Will man bei unseren früheren Betrachtungen die 

Möglichkeit der Wiederverheiratung zulassen, so hat 
man einfach an Stelle der lx- und Ç-Tafeln Aus-
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scheidetafeln für Witwer und Witwen zu setzen, bei 
welchen die sich wiederverheiratenden Personen wie 
Gestorbene behandelt werden. Wir wollen diese Aus
scheidetafeln mit \x und 1^ bezeichnen. 

Es ist beispielsweise 

ly+n = ly+rc—1 (1 qy+n-l) ß Hy+n-l), 

oder nach (67) 

W « = Vf»-i Vy+n-i, (69) 
und der Barwert der nachschüssigen Rente, zahlbar 
an eine Witwe des Alters y und aufhörend mit dem 
Tode oder der Wiederverheiratung der Witwe, 

t*HH %+t+i. (70) 1 
~y — ,2/1«? 

y v*l 
2 

Ersetzen wir in unsern Entwicklungen (9a) bis 
(18/5) überall lx, px, qx durch 1™, p™, q™, beziehungs
weise ly, Py, ql° durch 1™, p^, q^, so erhalten wir die 
Wahrscheinlichkeits- und Versicherungswerte, die das 
Heiraten des überlebenden Witwers (Witwe) wie das 
Ableben in Rechnung bringen. 

So ist z. B. die Wahrscheinlichkeit, dass ein mit 
einer ^jährigen Frau verheirateter Mann (x) im näch
sten Jahr Witwer wird und das Ende des Verwitwungs
jahres als Witwer überlebt nach (12 a) 

1 I v 

1+Px Vx[y} = Qy • P * ' (71) 
I I w 

+ Vx 
und die Wahrscheinlichkeit, dass ein ^jähriger ver
heirateter Mann, dessen Frau das Alter y hat, im 
nächsten Jahre Witwer wird und hernach im Laufe 
des Verwitwungsjahres entweder stirbt oder wieder 
heiratet, nach (13 a) 

VW •*- n
v 

<lx[y] = — qy q* 
-i i w l + P x 

(72) 

Die Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten (71) 
und (72) ergibt wegen (68) nach (14 a) wieder wX[y], 

Die Verwitwungswahracheinlichkeit wX[y] ist also 
unabhängig von der Wiederverheiratungs- und von der 
Sterbenswahrscheinlichkeit der Witwer. 

Die Wahrscheinlichkeit qxfy] lässt sich in zwei 
Komponenten zerlegen, deren Bestimmung hier noch 
folgen mag. 

Bezeichnet man mit (^cfy]
W die Wahrscheinlichkeit, 

dass ein Mann des Alters x, der mit einer t/jährigen 
Frau verheiratet M, im nächsten Jahre Witwer wird 
und hernach im Laufe des Verwitwungsjahres als 
Witwer stirbt, so wird 

T=l— t 

q vw:'i 
x[y] 

= fi}±t # il+t ̂ tdt f e w 
J lx (y J lx+t 

Px+t+T dr. 

und 

Unter der Annahme, dass 

lV V jV V 

(y+t Py+t = (y qy 

i«; w -\w w / 1 -H-x\ 
lx+t+T Px+t+v = ix qx I A — I 

i , vw:w «.r 

geht q ^ j über m 
fc=i 

i l i ! 
lx 

({x[y] = qy qx — l i -

'x 2 ̂ !t/i 
T—l—t 

dr. 

t=o 

Da ferner den obigen Annahmen entsprechend 

lx+t = lx t (lx lx+l) 

lx+t = lx t (lx lx+l) 

gesetzt werden kann, wird 

und analog 

t = i 

vw : w 
^xly] : 

V W i t 

QyQxÜ 0-— at) (\ _t) dt, (73) 

ß-ßt) 
wobei zur Abkürzung 

t = 0 

lx Vi 

und 
r 
»X 

r — r 

'X+l 

X+l 
= ß 

(74) 

gesetzt worden ist. 

Der Wert des Integrals auf der rechten Seite von 
(73) ergibt sich mit Hülfe der Substitution 

2/5 
log a - / ? ; = — 

2—ß 

1 2 a 
nach gehöriger Reduktion zu — • , oder mit 

2 2 — ß 

Berücksichtigung von (74) zu 

Somit ist 

vw :w 
qx[y] -. l«7i_^\.I 

2 V 2 / 1 

J_ l+pl 

2 ' 1 + P ? " 

Hx\ l+pl 

+ W 

p* 

(75) 

Bedeutet ^™y]° die Wahrscheinlichkeit, dass ein 
rrjähriger Mann, dessen Frau das Alter y hat, im 
nächsten Jahre Witwer wird und sich hernach im 
Laufe des Verwitwungsjahres wieder verheiratet, so ist 

t—\ z=i—t 

vw:v 

P*J = J T 
t=o 

jV jV [* iW 

J r Ly X+t 

T—O 

wo rjx+t+T die Heiratsintensität des #-]-tf-f-7/jährigen 
Witwers darstellt. 

Bd. II, 1908. 21 
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Setzt man 
to 

\x+t+T Vx+t+T = 1» -H^ (l -?*-Y 

so wird analog wie vorher 
t=i 

pSSi" = <& Sx 1.(1-HL) [%±L dt fd 

und weiter 
t = 0 r = o 

^ W -t i V 

vw:v 1 v JJW / 1 flu, \ 1 - f - » œ , - ^ v 
pÄfyj = — ïy Hx 1 _ _^L\ . —L^-. (76) 

2 V 2 / 1 + p£ 
Die Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten (75) 

und (76) ergibt wieder (72), d. h. es ist 

vw 
qx[y] 

vw:w 
qX[y] + vw:v /rf7\ 

Durch Vertauschen der Indices erhalten wir die 
betreffenden Wahrscheinlichkeiten für Frauen. Dabei 
ist dann allerdings vorausgesetzt, die Wahrscheinlich
keit, zu heiraten, sei bei der Witwe nur eine Funktion 
des Alters und nicht auch der Verwitwungsdauer, was 
für das erste Jahr des Witwenstandes zwar nicht zu
trifft. Die kleine Inkongruenz darf aber ohne Bedenken 
in den Kauf genommen werden. 

19. Entsprechend den Entwicklungen des Ab
schnittes 10 können wir nun mit Hülfe einer .Aus
scheidetafel ly und der zugehörigen q™ und p^ aus 
einer Gruppe von llfxj verheirateten Frauen die Reihen 

der überlebenden Ehepaare Ç£.j und der Witwen l j ^ 
herleiten, wobei wieder die Reihe der Gesamtheit der 
Überlebenden durch die Relation 

bestimmt wird. 

i ivv | -twu 
In — LJI -+• ln 

Für die Versicherungswerte, welche sich aus diesen 
drei Reihen herleiten, gelten die gleichen Beziehungen 
wie die in der zitierten Abhandlung von Dr. G. Schaert-
lin für Aktive und Invalide abgeleiteten. 

Handelt es sich beispielsweise um die Ermittlung 
des Barwertes der Witwenrente, zahlbar an (y) nach 
dem Ableben von (x), wobei die Rentenzahlung mit 
dem Tode oder der Wiederverheiratung der Witwe 
aufhören soll, so ergibt sich dieser Barwert zu 

<=oo 

* Ci 
oder, in anderer Schreibweise, zu 

1» 

(78) 

(79) -,VW -,W VV lu /Mw _ \ 
ay[x] = ay ~ % * ] = - (ay a 2 / > 

jVV 

(y[x] 

Der Barwert der kontinuierlichen Witwenrente ist 

*y[*J : 
-VW i 1 , . v 

ay[x) + — V*- (80) 

Zürich, im September 1907. 

Die indirekte Methode zur Berechnung der Anwartschaft auf Witwenrente. 
Von Dr. G. Schärtlin. 

1. Seitdem Behm1) und Zillmer2) und andere 
Autoren in Deutschland, Ralph P. Hardy3), Meikle3), 
King4), Manly5), Allin6) und E. C. Thomas7) in England 
zur Berechnung der Anwartschaft auf Witwenrente 
die Wahrscheinlichkeit, verheiratet zu sein, also das 

*) G. Behm, Entwurf eines Gesetzes betreffend die Unfallver
sicherung der Arbeiter nebst Begründung, sowie eine Denkschrift, 
betreffend die Gefahrenklassen. Berlin 1882. 

2) Zillmer, Assekuranz-Jahrbuch von A. Ehrenzweig. XII. 
Jahrgang. 

3) Man vergleiche J. I. A., XXXVIII, S. 163. 
4) J. I. A., XXX, S. 291. 
5) J. I. A., XXXVI, S. 209, XXXVIII, S. 101 und XLII, S. 1. 
6) J. I. A., XXXIX, S. 337. 
7) J. I. A., XL, S. 188. 

Verhältnis der Zahl der verheirateten Männer eines 
bestimmten Alters zu der Zahl der Männer desselben 
Alters überhaupt, eingeführt haben, ist von der neuen 
Methode vielfach Gebrauch gemacht worden *). 

Das Verfahren, als indirekte Methode bekannt, 
von den englischen Autoren „Collective method" ge
nannt, scheint um so mehr Aussicht zu haben, sich 
allgemein einzubürgern, als sorgfältige Untersuchungen 
gezeigt haben, dass dessen Ergebnisse sehr gut mit 
denen der komplizierteren direkten Methode, die mit den 
Sterbenswahrscheinlichkeiten der Frauen in der Ehe 

*) Auch die Arbeit von 0. Schjoll, Christiania 1892, von der 
ein Auszug im J. I. A., XL, S. 200 enthalten ist, behandelt diesen 
Gegenstand. 


