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Setzt man

w
etire Nerire = 1z Ha ( — q—2‘”>,
so wird analog wie vorher .
T=1—t
ol I :c t
Pw[y} =gy Hz l_” — + dt [ dr,
und weiter =
_.. 1 w 1 v
Pafy) — — 4y Ha (1 _Q_*) : "‘p;- (16)
2 2 1+ ps

Die Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten (75)
und (76) ergibt wieder (72), d. h. es ist
Qely) = Gajy) + Pely] (1)
Durch Vertauschen ‘der Indices erhalten wir die
betreffenden Wahrscheinlichkeiten fiir Frauen. Dabei
ist dann allerdings vorausgesetzt, die Wahrscheinlich-
keit, zu heiraten, sei bei der Witwe nur eine Funktion
des Alters und nicht auch der Verwitwungsdauer, was
fiir das erste Jahr des Witwenstandes zwar nicht zu-

‘trifft. - Die kleine Inkongruenz darf aber ohne Bedenken
in den Kauf genommen werden.

19. Entsprechend den Entwicklungen des Ab-
schnittes 10 konnen wir nun mit Hiilfe einer .Aus-
scheidetafel 1; und der zugehdrigen q, und p; aus
einer Gruppe von [y verheirateten Frauen die Reihen

der iiberlebenden Ehepaare ?fwl und der Witwen 1;,7“’
herleiten, wobei wieder die Reihe der (lesamtheit der
Uberlebenden durch die Relation

+ lww

1, =12
bestimmt wird.

Fiir die Versicherungswerte, welche sich aus diesen
drei Reihen herleiten, gelten die gleichen Beziehungen
wie die in der zitierten Abhandlung von Dr. G. Schaert-
lin fiir Aktive und Invalide abgeleiteten.

Handelt es sich beispielsweise um die Ermittlung
des Barwertes der Witwenrente, zahlbar an (¥) nach

. dem Ableben von (z), wobei die Rentenzahlung mit

dem Tode oder der Wiederverheiratung der Witwe
aufhoren soll, so ergibt sich dieser Barwert zu

vw v
Vylz) = —

0 by

t=o0 Py
2 ot g ey (1 0Y4e41), (T8)

t=0

oder, in anderer Schreibweise, zu

ow 70 1
S = o — afy — =L () —ay ). (19)
y[z]

Der Barwert der kontinuierlichen Witwenrente ist

—m w1
o = il + e (80)

Ziirich, im September 1907.

Die indirekte Methode zur Berechnung der Anwartschaft auf Witwenrente.

Von Dr. G. Schzrtlin.

1. Seitdem Bekm?!) und Zillmer?) und andere
Autoren in Deutschland, Ralph P. Hardy ®), Meikle ®),
King*), Manly?), Allin®) und E. C. Thomas”) in England
zur Berechnung der Anwartschaft auf Witwenrente
die Wahrscheinlichkeit, verheiratet zu sein, also das

) G. Behm, Entwurf eines Gesetzes betreffend die Unfallver-
sicherung der Arbeiter nebst Begriindung, sowie eine Denkschrift,
betreffend die Gefahrenklassen. Berlin 1882.

?) Zillmer, Assekuranz-Jahrbuch von A. Ehrenzweig. XII.
Jahrgang,

3) Man vergleiche J. I. A., XXXVIII, S. 163.

9 J. L A, XXX, 8. 291.

% .J. L A, XXXVI, 8. 209, XXXVIII, S. 101 und XLII, S. 1.
) J. I A, XXXIX, 8. 337.
) J. 1A, XL, S. 188.

i}

Verhiltnis der Zahl der verheirateten Ménner eines
bestimmten Alters zu der Zahl der Minner desselben
Alters iiberhaupt, eingefithrt haben, ist von der neuen
Methode vielfach Gebrauch gemacht worden ?).

Das Verfahren, als indirekte Methode bekannt,
von den englischen Autoren ,Collective method“ ge-
nannt, scheint um so mehr Aussicht zu haben, sich
allgemein einzubiirgern, als sorgfiltige Untersuchungen
gezeigt haben, dass dessen Ergebnisse sehr gut mit
denen der komplizierteren direkten Methode, die mit den
Sterbenswahrscheinlichkeiten der Frauen in der Ehe

1) Auch die Arbeit von O. Schjoll, Christiania 1892, von der
ein Auszug im J. I. A, XL, S. 200 enthalten ist, behandelt diesen
Gegenstand.
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und der Wahrscheinlichkeit des Heiratens der ledigen
und der verwitweten Aktiven rechnet, {ibereinstimmen ?).
Ratsam ist es freilich, wie schon Zillmer es verlangt,
die Wahrscheinlichkeiten, verheiratet zu sein, aus den
Beobachtungen der Kasse, deren Belastung zu ermitteln
ist, abzuleiten, also nicht auf fremde Erfahrungen ab-
zustellen. Ferner ist die Methode noch einer wesent-
lichen Verbesserung féhig. Statt die Wahrscheinlich-
keiten, verheiratet zu sein, aus den Beobachtungen an
den lebenden Minnern herzuleiten, empfiehlt es sich,
den Zivilstand der Ménner zur Zeit des Ablebens auf-
zuzeichnen. Handelt es sich um eine Pensionskasse,
so ist auf die Zeit der Invalidierung oder des Ablebens
als Aktiver abzustelten®). Denn es ist nicht erwiesen
und auch nicht zu erwarten, dass die Wahrscheinlich-
keiten, . verheiratet zu sein und, worauf es weiter an-
kommt, die Altersverhiltnisse der Mdnner und Frauen bei
gesunden und bei kranken oder gebrechlichen Ménneyn
iibereinstimmen. Mit andern Worten, es darf die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein gestorbener Aktiver oder ein
zu den Invaliden iibertretender verheiratet war oder ist,
nicht gleichgesetzt werden mit der Wahrscheinlichkeit,
dass ein gleichaltriger Aktiver verheiratet ist. Uber-
einstimmung ist nur dann zu erwarten, wenn die Ursache
des Ausscheidens aus der Aktivitit in keinem oder nur
in einem entfernten Zusammenhang mit dem Gesund-
heitszustand des Aktiven steht, beispielsweise dann,
wenn ein Unfall die Ursache des Ausscheidens ist.

Man hat im allgemeinen um so eher Veranlassung,
auf die Beobachtungen an Ausscheidenden abzustellen,
als Aufzeichnungen dariiber so wie so bei den Pensions-
kassen gemacht werden miissen und infolgedessen viele
dieser Kassen auch schon ausreichende Beobachtungen
besitzen.

Eine weitere Fehlerquelle der indirekten Methode,
so wie sie bisher gehandhabt wurde, ist von geringerem
Belang. Karup?®) macht mit Recht darauf aufmerk-
sam, dass die Wahrscheinlichkeit, verheiratet zu sein,
nicht nur vom Alter, sondern auch von der Dienst-
dauer abhingig ist. Diese Abhingigkeit besteht aber,
ohne besonders beriicksichtigt zu werden, auch fiir
die Wahrscheinlichkeit des Heiratens. Allerdings ist
der Einfluss dieser Tatsache bei der direkten Methode
weniger bedeutend als der entsprechende bei der in-
direkten. Immerhin wird man auch bei dieser die

) J. Karup, die Finanzlage der Gothaischen Staatsdiener-
Witwen-Societit. S. 61.

%) Befinden iiber die Pensions- und Hiilfskassen der schwei-
zerischen Bundesbahnen von J. Rebstein und G. Schaertlin. S. 30.
Bern 1904. Neukomm & Zimmermann.

Anderer Meinung scheint King zu sein.
Beziehung J. I. A., XXXVIII, S. 165.

%) J. Karup, a. a. 0., §. 59.

Vergl. in dieser

Tragweite dieses Zusammenhanges nicht hoch anzu-
schlagen haben. Thn zu beriicksichtigen wird dann an
der Zeit sein, wenn auch der noch wichtigeren Ab-
hingigkeit der Invaliditéits- !) und Sterbenswahrschein-
lichkeiten der Aktiven von der Dienstdauer einerseits,
der Sterbenswahrscheinlichkeiten der Invaliden von
der Invalidititsdauer anderseits, Rechnung getragen
werden kann.

Die bereits hervorgehobene Bedeutung der indi-
rekten Methode rechtfertigt das Bestreben, sie fiir die
Praxis so handlich als moglich zu gestalten. Was zur-
zeit besonders vermisst wird, ist der Einblick in den
Zusammenhang der verschiedenen Anwartschaften, ver-
schieden, je nachdem die Rente vorschiissig oder nach-
schiissig, in ganzjihrigen oder unterjihrigen Raten,
mit oder ohne Schlussrente im Todesfall gewshrt wird.
Eine genaue Untersuchung der verschiedenen Methoden
zur Herleitung von Anwartschaften scheint uns auch da-
rum erwiinscht, weil die von verschiedenen Autoren gege-
benen Berechnungsmethoden von einander abweichen ),
manchmal auch der genaueren Begriindung entbehren.

Wem der Aufwand zur Feststellung genauer Be-
ziehungen und der Voraussetzungen, unter welchen sie
gelten, in keinem Verhiltnis zur Zuverldssigkeit des
vorhandenen statistischen Materials zu stehen scheint,
moge bedenken, dass die mathematische Theorie durch
solche Erwigungen sich nicht davon abhalten lassen
darf, die ihr zukommenden Aufgaben zu lésen.

2. Die folgenden Entwicklungen erfordern die
Kenntnis von Spezialwerten des allgemeinen Integrales
t=1
_ [QA—at) QA —71)
T=| = a—m%
=0

wo a, f, a, b Konstante bezeichnen.
Nach den Regeln der Integralrechnung findet man
J=J1+4J: 4 Js,

_ o

= 5

wobei

Ji

L=———(“;;gff;“) log (1 — a),

A:%ﬂloga—b).

Fiir Werte von ¢, die wenig von 1 verschieden
sind, ist sehr annihernd
1—e¢

T

1) E. Blaschke, Internationaler Arbeiterversicherungskongress,
Wien. II Band, S.129.

?) Hugo Meyer, Beitrige zur Pensionsversicherung.
Jena. G. Fischer.

loge=—2

1903.
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Wir konnen folglich fiir kleine Werte von « und b

setzen a

2—a
b
2—b
Mit diesen angeniiherten Werten von log (1 — a)
und log (1 — b) gehen wir in den Ausdruck fiir unser
Integral ein und erhalten nach gehtriger Reduktion

_@C—a)(2—p)
T=e—ae—n g

log (1 —@)==—2 -

und

log(1—0)=—2.

Diese Anndherung hat nur Giiltigkeit fiir kleine
Werte von a und b.

1. Die Aktiven-Witwenrente.

3. Die Anwartschaft auf die lebenslingliche Wit-
wenrente 1, zu beziehen, nachdem der Mann als Aktiver
gestorben ist, erstmals zu Beginn des auf das Todes-
johr folgender Versicherungsjahres.

Wir gehen aus von der Aktivititsordnung der

Ménner. Die Zahl der Aktiven des Alters = sei 13°.
Das Ausscheiden der Aktiven erfolge durch Tod und
Invaliditdt; die Sterbenswahrscheinlichkeit der Aktiven
sei nach der Beobachtung ¢3”.

Die Erfahrung an einer grossen Anzahl von Ménnern,
die im Alter = als Aktive gestorben, habe als Wahr-
scheinlichkeit, verheiratet zu sein, den Wert 7., ergeben.

Insbesondere sei die Wahrscheinlichkeit, mit einer
Frau des Alters y verheiratet zu sein, A.,?), so dass

h/x _— Z hmy,

wo die Summation vom niedrigsten Alter der Frauen
bis zum héchsten gehen soll, was wir der Einfachheit
wegen andeuten wollen mit

(=]
he = 2 hay.
y=0

Wir setzen voraus, dass /igy;. .., die Wahrschein-
lichkeit, dass der = - ¢jahrige Aktive mit einer Frau
des Alters y -+ ¢ verheiratet ist, sich mit ¢ stetig dndere.

Unser nédchstes Ziel ist nun die Bestimmung von
Oz|y?), des Barwertes der Belastung mit Witwenrente

auf einen Aktiven (z) der Aktivengruppe /3, herrithrend
von den Ehefrauen mit dem Altersunterschied x — y.

) Solche Wahrscheinlichkeiten lassen sich unter anderem
aus den Daten herleiten, welche Leubin in seiner Arbeit ,Ver-
sicherungstechnische Orientierung“, Bern 1903, in Tabelle II
gegeben hat.

?) In der Schreibschrift verwenden wir dafiir das a der
deutschen Kurrentschrift.

Dabei soll einmal der Umstand beriicksichtigt
werden, dass von der Aktivengruppe nur ein Teil,
némlich 3" h,y, mit Frauen des Alters y verheiratet
ist, und ferner, dass der Bestand der verheirateten
Aktiven, deren Frauen den Altersunterschied x—y
aufweisen, durch das Ausscheiden der Aktiven zufolge
Todes oder Invaliditdt, dutch Verheiratung und weiter
durch das Absterben der Frauen veréndert wird.

Nach Ablauf des n. Versicherungsjahres setzt sich
der in Betracht fallende Bestand zusammen aus den
Aktiven, die mit Frauen des Alters y 4 n verheiratet
sind; ihre Zahl ist gty Botn: ytn-

Entsprechend ist dies Zahl, der anrechenbaren
Aktiven des Alters = -+ % - ¢

ladnie b
ctntt etntt : y4ntte

Ist uz  die Sterbensintensitit!) der Aktiven (z),
so sterben von den Aktiven im Alter z -+ »n 4 ¢ bis
z-+n-+t4dt (kurz ausgedriickt: im Alter x-}+n-7)
verheiratet

lgin—i—t Hg‘—?—n-{-t h:z:+n+t ryfntt dt.

. Die Gestorbenen hinterlassen ebensovicle Witwen
des Alters y 4+ n 4 t.
Von diesen Witwen erleben das Alter y 4+ n 4 1
— — ww
l::(—ll—n+t ;“g‘—l}-n—l—t h:c—|—n»|—t yntt ly—_l—_n—l—l dt.
vk
Hierin bedeutet 1, die Zahl der Witwen des
Alters y der Ausscheideordnung?) der Witwen.
Dabei hat es die Meinung, dass bei der Ableitung
der Ausscheideordnung der Witwen diejenigen, die
eine weitere Ehe eingegangen, wie die Gestorbenen
behandelt worden seien.

Eine solche Ausscheideordnung kann entweder
direkt aus den statistischen Beobachtungen hergeleitet
oder aus einer Sterbetafel fiir Witwen und der Heirats-
wahrscheinlichkeit fiir Witwen nach bekannten Ver-
fahren bestimmt werden.

Um die gesamte Zahl der Witwen mit dem Alters-
unterschied z — y zu finden, welche nach dem Alter
y +n Witwen geworden und das Alter y +n 41
als Witwen erleben, ist die Summe der Werte zu bilden,
welche das letzte Produkt fiir alle Werte von £ =0
bis {=1 annimmt.

Die Zahl der das Alter y +# -+ 1 crlcbenden
Witwen ist also

) Vergleiche Heft 1, S. 54, der Mitteilungen der Vereinigung
schweizerischer Versicherungsmathematiker.

) Amtmann und Pfaffenberger, Zur Mathematik der Pensions-
versicherung. 1907. G. Fischer, Jena.
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1%t Mot Rt e L gy
&0 ly+n+t
Bezieht jede dieser Witwen vom Ende des Sterbe-
jahres des Mannes ab eine vorschiissige Rente, so belastet
jede die Kasse am Ende des Sterbejahres des Mannes
mit 14 ay{nt:. Die Belastung fiir jene Zeit ist also
t=1

_ —_ ZW _
l:‘-ll-'n+t ,Uvg:‘-ll-n+t hz+7z+t cynft —i_iwn_ﬁ (1 + a;ﬁf’n_f_l) dt.
=0 y+nt-t
Diskontiert man auf das Alter Null der Aktiven
zuriick, so erhélt man
t=1

T+n41
v lm+1z+t ,“f.u+n+t h:c+n+t rytnt = l‘/

=0 +n+t
1+ a’y+n+l) d.

Zur Auswertung des Integrales sind bestimmte
Annahmen iiber den Verlauf der auftretenden Funk-
tionen dienlich.

Es mbgen sich die Todesfille der Aktiven in den
Grenzen £ =0 bis { =1 gleichformig iiber das Jahr
verteilen. Das heisst, es sei

ww

+n+1

lgin+t !-'fg:‘-l}-n—l-t = lg:(-l}-n q:ill-m
Die Wahrscheinlichkeit %y4n4¢:yt4npe verlaufe in-
nerhalb derselben Grenzen linear; es sei also

hx-f-n+t ryfndt = hx+n:y+n —1 (ha:-l-n:y+n — ha:+n+1 :y+n+1)

und ferner

Pente = Ut —t (tn — Lyfnia).

Dann kann der auszuwertende Ausdruck geschrie-
ben werden

— Dgin Qogn bynr (1 + “y+n+1)

h:c+n y+ﬂ—t (ha:-f—n vyt T Topnda: y+n+1) dt.

wWw

=0 y+n —1 ( y+n — +n+1)

Wegen Gleichung (1) hat das in diesem Produkte
vorkommende Integral J den Wert

J—= hz+n:y+n -+ h:c—l—n+1:y+n+1
ww 0w ?
y+n = lytnta

oder \
h‘”'*‘”'l‘*,‘ 7:‘/+‘"+%

J=2 - —
W

yrn + .:/orn+1

Unser Produkt nimmt daher die Form an

2
___I?y+—n 1+ “y+n+1)7
14 Py+n

Dz+n Gz in hw+n+%:y+n+
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wo pytn die Wahrscheinlichkeit bedeutet, dass die
Witwe (y-+n) im nichsten Jahr weder stirbt noch
heiratet.

Das Produkt gibt die auf das Alter 0 der Ak-
tiven diskontierte Belastung aus den Sterbefillen des
(2 +1). Versicherungsjahres.

Fiir einen Aktiven (x) ist die auf das Alter x
bezogene Belastung aller Versicherungsjahre oder agf,

ww
o 45 Rotnt 2 ytnt 5 1 2Pyt
1 +Py+n

1+ a;”fnﬂ)-

Legt man y der Reihe nach alle Werte vom nie-
drigsten bis zum hochsten Alter bei und addiert die
simtlichen Belastungen, so ergibt sich fiir einen Aktiven
(x) der Gruppe Iz die erwartungsmissige Gtesamt-
belastung mit Witwenrenten. Die Summe bezeichnen
wir mit a;_]’, so dass wir haben

Ozly = D 2 Z‘.

—_ _eo_

0 = Z Qafy-

Fiihren wir die Bezeichnung
2py” w 0
e (U ORI

B —_— L, 1
x Z hz_}_._ H -”+
.py

ein, wobei By" die erwartungsmissige Belastung mit
Witwenrente durch den Todesfall eines Aktiven im
(x + 1). Lebensjahr, bezogen auf das Alter z + 1,
bedeutet, so konnen wir durch die Verdnderung der
Reihenfolge der Summation auch schreiben

QE - E D:c-}-n q:z;+n Bgin (3)

DW n=0

4. Die Anwartschaft auf kontinuierliche Witwen-
rente, beginnend mit dem Tode des Aktiven.

Obgleich der Anwendung der Beziehung (3) nichts
im Wege steht, empfiehlt es sich, dem Vorgehen der
Praxis folgend, eine etwas einfachere Berechnungs-
methode zu suchen. Dies kann dadurch geschehen, dass
man annimmt, die beim Tod eines Aktiven in Anschlag
zu bringende Belastung huy::y4¢ @y.+¢ verlaufe in jedem
Versicherungsjahr linear.

Die Belastung durch die Witwen des Alters y—+n--,
welche Witwen durch die Todesfille der Aktiven des
Alters x-+n-¢ entstanden sind, ist, anf die Geburts-
zeit der Aktiven bezogen,

m+n+ l

x--n-t u:z:+n+t k:z:+n+t y+n+t ay—l—n-{-t dt.

Setzt man

N
ztntt Matntt = lotn Qotn
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und

k —ww — } —ww
ztntt:y+ntt Ayfntt — Naetn:ytn Aytn

—ww . —
- t(hz+n ty+n ytdn — Azdntt:ytnt1 Ur;jl‘-)n+1),

so kann die auf die Geburtszeit der Aktiven diskon-
tierte Belastung, welche durch diese im Alter y 4 »
bis ¥+ rn+4 1 entstandenen Witwen hervorgerufen
wird, geschrieben werden:

t=1

W

aa aa _=z4n ¢ _
lz-{-ﬂ Qxin U /'U {ka:+n ty+n ay-{fn —_— t(hz-}-n ry4n aﬁ’n
=0

— Pxtnt1:y4nda E;/v-tn—i-l)} dt.

Setzen wir zur Abkiirzung

h —ww
— Metniytn Gytn == Rodnti:y4nta ay+n+1

w
Potn: ytn Qytn

80 ist auszuwerten der Ausdruck .
t=1

T = 1 2% 0%t By T / P (L — at) di.
t=0
Nun ist aber
t=1
tg— W _ 4
/ vt dt = 5=
t=0
und
=1
v,
ftv‘ dt = 55 (i—9),
. 0
wobei
d=1log (1 4 ).
Da angenéhert
i—d 1
s 2’
kann man schreiben
=1
w d
/tv dt ‘)J —d, .
t=0

Das Integral im Ausdruck fiir J kann daher ge-
schrieben werden
d a
& (1_—).
J 2

oder wegen der Bedeutung von e

@ hotniytn Oytn = Botnis: yings Gy ints |
20 ww

hx+'n y+n Eyw—qll-)n

Der auszuwertende Ausdruck pimmt nun die
Form an

d o —
la +n q:c+n o (h:c+n:y+n a;ﬁ-vn + ha:+n+1:y+n+1 a;—?-)n-}-l)-

Infolgedessen ist

—aa

d 1 Z D:c+n q:c+n (h:z:+n:y+n E;f—lu—}n
20 Daa

+ Dot ghntt Gytnts)
und

0zl = X 0zly-
y=0

Fiihren wir die Bezeichnung ein

B = 2 huyay”, (4)
y=0
so konnen wir dem gesuchten Barwert die Form geben
—a__ a4 1 %  pia | e
Az = 29 a— 2 D:c+n Qz+n( z4n + B:—}-n-l-l)- (5)

(0

Will man, was sich empfiehlt, bei der Bestim-
mung der Anwartschaft auf kontinuierliche Witwen-
rente von Hypothesen iiber den Verlauf der in Betracht
fallenden Funktionen absehen, so wird man die Euler,
Mac Laurinsche Summenformel ') beniitzen und unter
der Annahme der Stetigkeit der erwéihnten Funktionen
die folgende Uberlegung anstellen.

Die Anwartschaft auf kontinuierliche Witwenrente
fiir Witwen mit der Altersdifferenz x — y wird gegeben
durch

g = L / D%t Mokt hate: yte Ty dt.
aa

Fithren wir zur Abkiirzung die Bezeichnung ein
aa —ww
Boy = hay 8y,
80 18t
t=o00

D%t uaie Bate:yre di.

—aa
Galy = 5
D;".
=0
Bezeichnen wir ferger

SF@) =F@ + Fet) + Fetd) + ...,

go ist nach der Eulerschen Summenformel
1 1,
2 F(2) =/F(z)dz +§F(z) — —1—2F(z) +....

Fiir z=b Wi;’d
ZFO=FO0O+FQ) +F@2+...

1y Uber die Zulissigkeit ihrer Anwendung ohne Schétzung
des Restgliedes vergleiche Karup, a. a. 0., 8. 91.
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und .
3 F(0) = / F@) dz + %F(O) — 1izzr'(O).

In unserem Falle ist
F() = F(t) = D3%epste Babeyaes

F(0) = DX ul* B,

Nun ist n%iherungsweise
F@#)=—; Dgit 1 Mm+t—1 Bgit—1 tyHt-1
q __D:?I—Hl et ers Baters : ytet)
un

F’(O) =—3 (Da:—l .u'w—l

B3y y1— D24 uats Behayt)-

Demnach erhalten wir

aa DHaa

= 1
Qzly = — Z Zit Ma:+th+t yt 5 Uz Day
_ i :‘—1—1 .ug(—l-1 ga—l ry—1"" D:+1 ,ua:+1 Biil ry+41
24 Daa ’
x

oder, wenn wir den letzten Bruch mit Rz, bezeichnen
und ¢ durch = ersetzen,

gee — 1 Sipee s pm ___l_ua;—a
a:ly—Dg—a x4n Uztn Detn:ytn g Mz Day
| s
g4 Ttov

Bilden wir dieselbe Beziehung fiir alle Werte von
y, addieren, und setzen wieder

E?_:%,Eaa_z ke, —ww
> y By

so erhalten wir

j— p— 1 —_—
52| Z Da;+n H:c+n a:+n aa Baa R:;a, (6)
Daa
Wwo
aa D:‘il ga—l ga—l D:c+1 Mm+1 ::?1-1 .

R =
) Daa

Der Berechnung von E? nach der Formel (6) steht

praktisch kein Hindernis entgegen. Fiir die Bestimmung

von uz" ziehe man unsere Arbeit im ersten Hefte dieser
Mitteilungen zu Rate.

5. Die in Raten zahlbare Uberlebensrente.

‘ Von ZE,E Aktiven sterben im Alter  {-¢ und hinter-
lassen Witwen des Alters y - ¢ .... [

ot Mgt Ryt : ypedbe

Von diesen Witwen erleben das Alter y 4 # als
Witwen

12 i gy Fv";m.
1,
1 : A ;

Die Zahl der Frauen, die im Alter y bis y 4 »
Witwen werden und das Alter y 4+ » erleben, wird
gefunden, indem man in diesem Produkt ¢ alle Werte
von O bis n beilegt und die erhaltenen Ausdriicke
summiert.

Thre Zahl ist also

¢ (n) _-/‘lz‘-zl-t .ua:+t hx+t ry4t L ly+n dt
R

Nun ist offenbar

5 oy =09 () + 9@ + 9 () + ...
Fiir die in Raten zahlbare Uberlebensrente gilt
die Beziehung
(m) 1 2 . 3

=" 9 HE) () +

Um den Unterschied der Anwartschaften zu be-
stimmen, stellen wir auf die Eulersche Summenformel ab.

Bezeichnen wir die Reihe

F(2) + F(e+1) + Fe+2) + ...

und

mit X F(2)

AP@+ Fet ) + et o) + o mit 3 B,

g0 ist nach der Eulerschen Summenformel
@ —....

In unserm Falle entspricht dem F'(2) der Wert,
den die Funktion v® ¢ (%) fiir n =0 annimmt, also Null;
dem F'(2) entspricht der Wert, in welchen die Ab-
leitung von v* ¢ (n) nach » fiir » =0 iibergeht.

Nun ist

X"F(2)-2F(2) =

M:b”q)(n) log v + o 29
dn ‘ dn

Da aber

t=n

dt,

9 (n) = l.:/o-iu-)n lz+t l":c—l-t h:c+t y+t
&0 ' 'zf-l'ft
so ist :
do (72)

a1,
in q’(n) o y+ + l:n—{-nﬂz+nhz+n tytnme

y+"¢
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Folglich ist

EX

n=0
Infolgedessen ist mit grosser Anndiherung
_ m

J— o —_— 1 J— —
e a;'(y " 0‘::‘11;:/ = 1 l;a ‘uga iy
und also
(m) m mi—1
Qzly — Oaly = T2 me Mm Ry - @)

Da diese Beziehung fiir jedes der verschiedenen
Alter der Frauen gilt, hat man

m o
aZT—OZ'f = 12 ET, I [-h: thy,

oder, da
hy — i} hay,
y=0

(m)

a aa m?—1 3
0sf — 0af = 12mE Ha' ha. ®)
Hieraus folgt fiir m = oo
—aa wa 1 =
OgI — Og| = 12 uia z 9
und
(m) —
G e 1 g (10)

Oel = Ol == Ty pp

Man beachte, dass diese Gleichungen unabhingig
von Hypothesen iiber den Verlauf der in Betracht
fallenden Funktionen sind ; Voraussetzung ist, dass ¢ (f)
und dessen Ableitungen stetige Funktionen von # sind,
was der Natur der Verhiltnisse durchaus entspricht.

Die Gleichungen (8) bis (10) gestatten nun, wenn
eine der Anwartschaften berechnet worden ist, die
andern Anwartschaften zu bestimmen.

6. Die Kapitalversicherung auf den Uberlebensfall.

a) Der Barwert der Versicherung 1, fallig, wenn
der Aktive (x) als Aktiver stirbt und eine Witwe
hinterldsst.

Von ;" Aktiven sterben im (n - 1). Versiche-
rungsjahr und hinterlassen Witwen, die gegeniiber ihren
Eheminnern den Altersunterschied  — y aufweisen,

t=1

/ l:‘—ll-n-i-t Hgﬁ—ﬂ+t hm+n+t rytntt dt.

Der Barwert der an sie zu leistenden Zahlungen
ist, auf die Geburtszeit der Aktiven bezogen,
t=1 . .
J= / T I e Medngt Bangt: gyt A
t=0

Verlaufen I3% 54t ttogntt Und Appnie:ytate in den
Grenzen {—0 bis ¢=1 linear, so ist
t=1
J= Dg+n Qz+n h:c+n y+'n/v (1—Ht)d

t=0
WO

H— kac+n tydn hm+n+1 fytnt1
hz-{-'n rytn

Nun ist nach Abschnitt 4

t=1
w H d H
Fi-3)=3% (—%)

fv‘(l—Ht)dt—_—
t=0

4 Popn:yin + Pegnir: tyntt d h¢+"+§=y+n+§.
26‘ hm+'n tytn Kl h:c-l—n:y-l—n

Hieraus folgt

d
J = D:‘-ll-n Qm—l—n ha:+n+% : y+n+% .

Demnach ist der Barwert Hl der Uberlebens-
kapitalversicherung ) “
—aa d 1 Z D-— aa h 1 1
Rly =5 ﬁ‘ 2 Jetn Qzgn wtntg:ytntg -
Bildet man diesen Ausdruck fiir die verschiedenen
y und addiert, so crhilt man, da

he =2 hay,
y_—_o

als Barwert der gesuchten Kapitalversicherung

ﬁ? d 1
z d\ Daa

Z Do Gotn hapnt L (11)
Will man von einer Hypothese iiber den Verlauf
der in Betracht fallenden Funktionen absehen, so er-

erhiilt man, da
t=o00

ﬁi‘a — 1_ / Dgit ‘U—g?l—t ha:+t cy4t dt ’ (1 1 a)
D
t=0

nach der Eulerschen Summenformel

—=aa
ﬂl fmnd

1
> Dm+t Ut gy — 5 It 2% hay
Ty Daa

1 D:—q Ha: 1he_y. 1:y—1 D:c+1 Hz+1 km+1 iy,
24 Daa

Bildet man dieselbe Beziehung fiir jeden der ver-
schiedenen Werte von y und addiert, so ergibt sich,
nachdem man ¢ durch n ersetzt hat,

1) In der Schreibschrift verwenden wir das U der deutschen
Kurrentschrift.
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= 0o . 1 -
. Htlw = 1 2 Da:i-n ,ua:-i—n h/.z:+n Y ,U:g x
x Daa n=0
1 D:—l .Ufz—l ha:—l ::?}-1 Ma:—l—l ha:-l—l . (12)

24 Daa

b) Der Barwert der Uberlebenskapitalversicherung
fiir den Fall, dass die Witwe stirbt oder sich verheiratet.
Fiir die Witwen mit dem Altersunterschied a—y
ist dieser Barwert '

t=o0
e L / 8% 155 Pt e A di.
xy Daa
x
t=0

Dabei bedeutet Ayy; den Barwert der Versiche-
rung 1, zahlbar, wenn die Witwe (y—4£) aus dem
Witwenstande durch Tod oder Heirat ausscheidet.

" Da .
Aype=1—0dayY,
erhalten wir

——aa,

a:y Daa

/ Da:+t Ma:+t Pyt yre At

t_oo

/ D2 e 8% By e s .

Daa

Das erste Glied rechts ist ﬁ}vy, das zweite ist der

Barwert der kontinuierlichen Uberlebensrente J auf
das Leben der Witwe. Wir bezeichnen ihn nach Ab-

schnitt 4 mit ¢ ngly und haben dann

Diese Beziehung sagt, was ohne weiteres ein-
leuchtet, dass man der Witwe das Kapital 1 schon
beim Ableben des aktiven Ehemannes einhindigen
kann, wenn dafiir der Zins bis zum Ausscheiden der
Witwe aus dem Witwenstand vergiitet wird.

Bilden wir dieselbe Beziehung fiir simtliche Alter
y und addieren, so erhalten wir fiir den Barwert der
Uberlebenskapitalversicherung der Witwe, fillig bei
ihrem Ausscheiden,

(13)

Wir setzen das y in Klammern nur bei, um den
Index 2 dariiber andeuten zu koénnen. Die Beziehung
ist fiir jeden Aktiven des Alters x giiltig, unabhingig
davon, ob er ledig oder verheiratet und welches in
diesem Falle das Alter der Frau ist.

Bd. 11, 1908,

7. Die Witwenabfindung im Verhiilinis der im Todes-
abschnitt des aktiven Mannes von diesem durchlebten Zeit.
Von I;* Aktiven sterben im Alter z 4+ » und hinter-
lassen Witwen des Alters y -

@ (n) dn = gj—n Hg‘-li-n hm+n :’y+n dn.

Entsprechend dieser Feststellung ist die Zahl der
Todesfille des Alters x - n - ¢ gleich ®(n--1) dt.

Ist » ein ganzes Vielfaches des Versicherungs-
abschnittes %, 80 gibt, wenn ¢ < %, ¢t die im Todes-

abschnitt verlebte Zeit an. Der Barwert der Ver-
sicherungsleistung ist fiir diese Todesfille

tootntt @ (n-t) di.

Der Barwert der Versicherungsleistungen fiir den
(n 4+ 1). Versicherungsabschnitt ist demnach

1
=0

f@+n) = / 1"t @ (n-1) dt.

Um den Wert der Versicherungsleistung fiir sémt-

liche Abschnitte zu bestimmen, haben wir fiir » der

Reihe nach 0, %@’ %, .

lichen Integrale zu addieren.

. zu setzen und die simt-

Zu diesem Zwecke fithren wir die Funktion
Flatt) = / vt d(t) dt
H

ein, wobei nach Abschnitt 6, Gleichung (11a),

F(a) = / v+t B(t) dt = DI ﬁ;‘::.
K4 :
Der Definition von F'(x—4t) entsprechend ist
dt
und folglich
dF(ztnti) (”;l*;”+t) = — ot ().

Infolge dessen konnen wir setzen
=L
f(adn) = — / ¢ @_@_;;fﬂdt.
Durch partielle Integration folgt

=L

fatn) = — o Pty + [Fatnto a

22
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Hier haben wir, wie schon erwihnt, der Reihe
1 2

nach #» =0, R R setzen und die erhaltenen

Ausdriicke zu addieren.

Es ergibt sich

1

fl@®)=— %F(w-i-%) + f F(x40-+4) de,
A ‘

=L

fot i) =— s Fet 2+ [Fet Lo,
t=0

Der gesuchte Barwer§ ist also
1
— et +Pet D) . )+ [ Fetya,

oder in der Schreibweise des Abschnittes 5

t=c0
— X" F(x)+ Eyﬁ—x) + / F(xt) dt.
=0
Nun ist nach der Eulerschen Summenformel

X" F(z) = / F@)de+ 5 F(x) 5l @
= / Pt dt + 5 F (@) — s F'(2).

Folglich ist der gesuchte Barwert

().
Nun ist aber
F(z) = D2 ﬂl“
und
F'(z) = [@(Z_M] — V% D) = 0" 12 2 oy
t=0

aa aa
= — Uy U kwy7

so dass der Barwert geschricben werden kann

] DM Rl 1
2m T 12me

aa aa
c U ha:y,

Auf einen Aktiven und auf das Alter = bezogen,
ergibt sich
1 g2 1

g o s

Bilden wir diesen Ausdruck fiir sémtliche Frauen
der verschiedenen Alter und addieren, so erhalten wir
als gesuchten Barwert

1qe 1
2m = . 12m?

Diesen Hiilfswert werden wir im Abschnitt 9
beniitzen.

H:al:_a h.

8. Wird der iiberlebenden Witwe beim Ausscheiden
durch Ableben oder Heirat noch eine Schlussrente im
Verhiiltnis der im Witwenstand wihrend des Aus-
scheidungsabschnittes verlebten Zeit gewiihrt, so kann

man den Wert der Schlussrente auf _~_ 1 Hm (2 ) schiitzen.
om

Zur genauen Bestimmung hat man die folgende
Uberlegung anzustellen:

Yon den la;" Aktiven sterben im Alter x -} £, ver-
heiratet mit Frauen des Alters y --¢,

ladt tot Pott:yye dE.

Von den hinterlassenen Witwen erreichen das Alter
y—+n als Wltwen

l:o—l-t ."':c+t hatt: yye 32 l-""”" dt.
I

Von diesen scheiden im Alter y + » aus

lazﬁ-t ,u:-i-t h:c+t yt =—— lw ,uy-i-n dtd”)
y+t
wo u, die Ausscheidungsintensitit der Witwen des
Alters y bedeutet.
Die Zahl aller Ausscheidungsfille im Alter y 4 »

ist also

() dn = / T L W Hypn dtdn.
i

Entsprechend ist die Zahl der Ausscheidungsfille
im Alter z 4 n 4 ¢
P (n-t-1) dt.

Ist n ein ganzes Vielfaches der Zeitdauer —1— eines

Versicherungsabschnittes, so ist der Barwert f (:l:—l—n) der
Versicherungsleistungen im (%—-1). Versicherungsab-
schnitt .
f=—
flatn) — / ftntt W(o-1) di.

t=0

In diesem Ausdrucke ist der Reihe nach n =0,
1 2 . .
o . zu setzen; die erhaltenen Ausdriicke sind
zu addieren.



Zu diesem Behufe fiihren wir die Funktion ein
Fla+8) — / vk () di,
&

deren Bedeutung durch die Beziehung

— _a.a
F(#)=DZ" Asy
erklirt wird.
Der Definition von F'(z-}?) entsprechend, ist
AF@EAY) o,
dt
Also ist auch

aF (-’”;t‘"+t) v B,
Demgemiss konnen wir schreiben
=L
" A F (wt-n-1)
= — [ t 22T gy,
©i=0

Durch partielle Integration erhilt man

faetn) = — L F@tatdy 4 [Petntya

Setzen wir nun rechts der Reihe mnach n == 0,
2

y - - .. und addieren, so erhalten wir als gesuch-

1
7,,"7
n Barwert
t=oc0
~ 1 2
— %{F(w—}—;) + Flet—) +-. } + / Fla-+f)dt,
t=0

Analog der Entwicklung des Abschnittes 7 ergibt
sich fiir den gesuchten Barwert

o F (@) + 153 F'(@).

Nun ist aber

Fla)=D5* A3
und !
P = dZix) _ [dF(a:-—l—t)] —o
da

¥(0) = 0.
Folglich ist der gesuchte Barwert

2a [

D ny

Auf einen Aktiven und das Alter x bezogen, ergibt
sich als Barwert

L%,

2m

161 —

Bilden wir diesen Ausdruck fiir simtliche Frauen
der verschiedenen Alter und addieren, so finden wir
fiir den gesuchten Barwert

1 q%
Om =)
wo der Index (y) nur ausgesetzt wird, um das Zeichen 2
fir das Uberleben anbringen zu konnen,
(m
9. Die Rente, deren Barwert wir zu a3 bestimmt

haben, wird in Raten von % der Werteinheit, erstmals

zu Beginn des auf den Tod des Aktiven folgenden
Soll die erste Rate von _L

m
um den Betrag verkiirzt werden, welcher der vom
Ehepaar im Todesabschnitt des Mannes verlebten Zeit
entspricht, so kommt ein Betrag in Wegfall, den wir

im Abschnitt 7 auf

Zeitabschnittes, gewihrt.

1 o 1 @
~ A __ =
Sm = Tgmil® T

bewertet haben.

Soll anderseits beim Ausscheiden der Witwe (y)
noch eine Schlussrente im Verhdltnis der im Aus-
scheidungsabschnitt als Witwe verlebten Zeit aus-
gerichtet Werden, so haben wir nach Abschnitt 8 noch

zu addieren L A% . Wir gelangen dann zu einer
om = _(m)

Rente, deren Barwert wir mit Qg bezeichnen wollen.
Es ist also ~

—aa

”+2m o)’

™ —a,a. aa
1 &

aef =azf —5 . M +12
Nun ist nach Gleichung (13)

ﬂt — R o= Jam|
Ferner ist nach G‘rlelchung (10)
62? = am| + 12 aa hZ'
Folglich besteht die einfache Beziehung
v(m) — J —aa
a f=az| _ﬁaZi’,

y(m) —
oz — (1— o) G (14)
2m

Die Witwenrente, deren Barwert durch (14) dar-
gestellt wird, lauft vom Tode des Aktiven bis zum
Ausscheiden der Witwe. Die Rentenraten werden
nachschiissig zu Beginn der Versicherungsabschnitte,
die letzte beim Ausscheiden der Witwe ausgerichtet,
je im Verhiltnis der wihrend des Versicherungsab-
schnittes im Witwenstande durchlebten Zeit.

.



10. Die Witwenrente, bei welcher die Rentenzah- |

lung sich mnicht nach den Versicherungsabschnitten,
sondern nach der Zeit des Todes des Aktiven (x) rich-
tet. Die vom Tode des Aktiven an laufende nachschiis-
sige Rente mit Schlussrente.

Der Barwert dieser Rente fiir die Frauen, die
gegeniiber dem Manne (x) die Altersdifferenz x—y
aufweisen, wird gegeben durch

(m) t=o0
aaa —_ aa  aa h 0% dt
@ly — ])ga, ot Pt Natte: gt a?j-H *
=0
Nun ist aber

(m)
0_w - J _ww d‘
" = (1"277) "+ To

Fihren wir diesen Wert in das Integral ein, so
zerfillt es in 2 Integrale. Der Wert des ersten ist

d )—E
——)a
(1 2 my 2l

der des zweiten nach Abschnitt 6 gleich

Jd ﬁﬁ
7 Ar.
12 m?2 =

Folglich ist
s (m) aa —aa

d‘) J
Qe — (1 —- Qzl; A
=ly < F) O T3

Hieraus folgt, wenn die Frauen jedes Alters in
Rechnung gebracht werden,

5 J Ao (15)
qQae — — 0 Rl
2| (1 2 m> e 12 m2 @
oder sehr angenihert
(™ d ) —aa

Man vergleiche hierzu Bezichung (14).

Soll die Witwenrente, die mit dem Tode des Ak-
tiven zu laufen beginnt, vorschiissig sein, so erhoht
sich der Barwert der Anwartschaft noch um

—ﬂ/ll

LA

m *

) Vergl. Heft 1, Seite 67, der zitierten Mitteilungen.

I1. Die Aktiven-Invalidenwitwenrente.

11. Die Anwartschaft auf Witwenrente, zu bezie-
hen, nachdem der Altive (x) als Invalider gestorben, erst-
mals zu Anfang des auf das Todesjahr folgenden Jahres.

Anrecht auf Witwenrente soll hier, wie im fol-
genden, nur fiir die Frauen bestehen, deren Ehe wih-
rend der Dauer der Aktivitit des Mannes geschlossen
worden ist. Frauen, die invalide Ménner heiraten, fallen
ausser Betracht.

Die direkte Berechnung dieser Anwartschaft ist
fiir den Fall, dass man auf die Verschiedenheit der
Sterblichkeit der verheirateten Frauen und der Witwen
Riicksicht zu nehmen hat, nicht einfach und kann um
so eher unterlassen werden, als man auf anderem Wege,
mittelst der kontinuierlichen Rente, leichter zum Ziele
kommt, wie im folgenden gezeigt werden soll.

12. Die Anwartschaft auf kontinuierliche Invali-
denwitwenrente.

Entsprechend der Entwigklung des Abschnittes 4
finden wir unter der Voraussetzung des linearen Ver-
laufes von hay asyy in jedem Altersjahr

_mdl"“—.‘ ] a3
65 =2 L 3 DB iayn (B + Boars), (A7)
29 pw =0
wo e ;
B;l =3 hxy a;w. (18)
y=0

Hierin bedeutet Ziiw den Wert der kontinuierlichen
Witwenrente 1, zahlbar an (y) nach dem Ableben des
Invaliden (z). i, ist die Invalidititswahrscheinlichkeit.
Dabei hat es die Meinung, dass die Witwenrente mit
dem Tod der Witwe oder ihrer Wiederverehelichung
aufhoren soll. Zur Bestimmung von @, ist also die
Tafel der (verheirateten) Invaliden I, mit einer Aus-
scheideordnung der Witwen zu verbinden®).

Will man von einer Annahme iiber den Verlauf
von ag, absehen, so erhilt man mit der Eulerschen
Summenformel die Beziehung

— o Py 1 — % 1 %
agT = L — Dx—l n Va-fn Bz—l—n 9 Vo Bgl Y R:'za (19)
Dan"—O
wobei
R;L? = :z: —1 Va—1 B:l— — Dﬂ-l V41 Bgi{-x . (20)

D

Hierin bedeutet v, die Invalidititsintensitit.

") Riethmann, Zur mathematischen Theorie der Versicherung
verbundener Leben, Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer
Versicherungsmathematiker, Heft 3, Abschnitt 18.
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13. Die Anwartschaft auf in Raten zahlbare Ak-
tiven - Invalidenwitwenrente.

Von Iz* Aktiven werden im Alter x-+7 invalid
und sind dann mit Frauen des Alters y -« verheiratet

lett Yoty Potr ytr 4T Y).

Von diesen Ehepaaren bestehen im Alter z--¢: y4-¢
noch : A

Lyl
l:iz 1’;|;+1; hm""l/ YT M d'f 2)

etvlyte

Die Werte Iy sind einer Sterbetafel fiir verheiratete
Frauen, die I einer Tafel fiir (verheiratete) Invalide
zu entnehmen.

Von den Ehepaaren losen sich durch Tod der
invaliden Ménner im Alter x—+¢ auf

— 1 v .
l:il’ Voig ha,--i—z' cytT l:’"*'t—l?;’;l't l-’/?c—l-t dt dr.

lova lyto

- Von ihren hinterlassenen Witwen erreichen das
Alter y+n als Witwen

lm +t ZJ +t ly+n
7

lw+t ly+r ly+t

1242 Vot Poto gty Batt Gt d .

Integriert man von =0 bis v=¢, so erhélt man
die simtlichen Frauen, die im Alter y-J-¢ Witwen
geworden. Thre Zahl ist

/ 12 Vs horr s pae &ﬁﬁi B iy, dodt
=0 a:—i-'l; Z;-{—T Zy-l-t

Um die Gesamtzahl ¢ () aller das Alter y+=
erreichenden Witwen zu erhalten, hat man sodann die
Integration von {=0 bis » durchzufiihren.

Es ist also
t=n T=t
(n)—/ / o1 Yoty Hatr : y+zMri Z”+" Harys dr.

t=0 7=0 lotelyto 1 vt

Wir wihlen im Abschnitt II, ohne die Gefahr
einer Verwechslung befiirchten zu miissen, dem Ab-
schnitt I analoge Funktionszeichen, hier also das Zei-
chen ¢, obgleich es sich um eine andere Funktion als
im Abschnitt I handelt.

') hzy bezieht sich streng genommen hier, wie im ganzen
2. Teil, auf den Invaliden. Es ist die Wahrschemhchkelt
dass der Aktive, der im Alter z invalid geworden, mit einer
Frau des Alters y verheiratet ist.

?) Riethmann, a.a. ., Abschnitt 7.

Bezeichnen wir nun die Anwartschaft auf Invaliden-
witwenrente fiir einen Aktiven (z) in Ansehung einer
kiinftigen Witwe mit dem Altersunterschied x — y

durch agjy, so ist

1% o3, = vy (1) 4 v2 (@) +v° 9(8) + - ..

und
(m) 1 2 3
> 1 1\ 1,2 /2\ 12 (3
2 ol = oo (3)+ 500 () + o )+

Entsprechend der Entwicklung des Abschnittes 5
erhalten wir nun fiir unsern Fall

dvrg(n) _ o ¢(n) log v -+ v* de(n),
dn dn
Nun ist .
don) __ dln g )
R,
’[=n_ ” lw_
+ / v vete hz+t=y+z~lf+;ly4i ata Mw+t de.
v hie lite B

Fiir n = 0 nimmt diese Ableitung den Wett 0 an,
folglich ist auch
[dv" (n)] 0
dn )

oo
Es ist daher
_ m _
Zg;a a:fy — la.a Qa:[y = 0.
Also
(m)

) ai
Qzly — Ozly = 0.

Folglich ist allgemein
(m)

0¥ — % =0 (21)
und _
O:cl -_ agf == O, (22)
daher auch
—_ (@
as — a3 = 0. (28)

14. Die Kapitalversicherung auf den Uberlebensfall.

a) Der Wert ﬁzi der Kapitalversicherung 1, fallig,
wenn der Aktive (x), nachdem er tnvalid geworden,
bei Lebzeiten der Fraw stirbt.

Die Praxis bedarf dieses Wertes selten; wir be-
notigen seiner fiir die folgenden theoretischen Ent-
wicklungen.

Von l? Aktiven werden im Alter x 4 ¢ invalid

lote Voiye dE
Personen. e



Von diesen sind verheiratet mit Frauen des Alters
Y+t

latt Vott Pote: gpe di.
Der Wert der I"Iber]ebenskapitalversicherung fiir

jede dieser Frauen is
j ist AL Tt

Zu dessen Ermittlung ist die Sterbetafel der ver-
heirateten Frauen mit der Sterbetafel der Invaliden
zu verbinden.

Die Berechnung dieses Wertes diirfen wir als
bekannt voraussetzen ?).

Der Wert der Belastung ist also fiir die Geburts-
zeit der Aktiven (z)

oo .
—1

aa
/Dm+t Vet ha:+t: y+t Aa%—? gt dt.

Auf einen Aktlven und das Alter (x) bezogen,
erhalten wir

t_.co
@ 1 i
H;:y = D_a Dz+g Vo tt hag+t ytt A;% -t dt.
x
=0
Setzen wir
B = oy A1
oy Y
so konnen wir schreiben
L t=oe —
—ai 1
Al = — D Y B 1
sy paa | o ey
T
t=0

Die Eulersche Summenformel gibt die Beziehung

—ai 1 2 . — i
ﬂl = — E Dz-'-t vz_‘_t B 1 .B‘lu —_— i .Ri”

oy Dga,t:o Tyt 2 xy 24 =y
wo

DE, 1,y B DZ; 3
EBY = e Vot Doy T ek Ve BTl 1y,
xy Da,a
f:]

Bilden wir fiir alle y dieselben Beziehungen?

addieren, setzen » an Stelle von ¢ und fiihren die Be-
ziehung ein

B = 3 hy, Al
y=0 Y

so kommt
@ 1 S A S S

= 2D iuvernBL __ v, B~ R 24
H; (_;(_”:0 z+n VYt e 2"’x ; o4 ;) ( )
wobei

.Rllz_i _ Dg‘il Vg—1 BQEL_1 — D;’il Vg1 Eﬂ# (25)

D"

1) Riethmann, a. a. O, Abschnitt 17.
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Fiir die spiteren Erdrterungen wird es forderlich

—=at .
sein, wenn wir dem Wert von At noch eine andere
zy
Form geben.

Die Zahl der Ehepaare mit Frauen des Alters
y + t und invaliden Ménnern des Alters z + ¢, wel-
che Minner im Alter = 4 = invalid geworden, ist nach
Abschnitt 13

Lt Wi g,

l o+T VatT hotp :ypp ZEE U2
Lot lyto

Von den Eheminnern sterben im Alter x - ¢

l
l:c+1, Vat1 hx+1; y+T M

lett lito
Die Zahl aller Todesfille von invaliden Ehemiin-

nern im Alter x 4 ¢ wird gefunden durch Integration
von =0 bis ¢ =1,

U4t drdt

Sie ist
T=t .
aa Coae Uyy i
D(t)dt= / Lot Vot Potziy4u _f# Pzt drdt.
im0 et by4v

Der Barwert der Versicherungsleistung an die
iiberlebenden Frauen ist, auf die Geburtszeit der Ak-

tiven bezogen,
() dt.

Folglich ist

— 1 t=o0
R, = 5@ [ oot o i (26)
t=0 .

b) Der Wert RZ;) der Kapitalversicherung 1 auf

einen Aktiven (x), zahlbar, wenn die Witwe des in-
valid gewordenen Aktiven stirbt oder sich verheiratet.

Es ist

—ai 1

2 = —

zy

{=o0
— Da:+t Vit ha:+t g+t ALy y+t dt.
D;

=0

Hierin soll K;; den Wert der Uberlebenskapital-

versicherung 1 auf das Ehepaar (z, y), zahlbar, wenn
die den Invaliden (z) iiberlebende Witwe stirbt oder
sich verheiratet, bedeuten.

Anderseits ist

L_eo
— E 2
mz — L Da;+t Va4t hz.'_g y+t A_. dt.
zy Daa z4-t:y+t
T

Nun ist aber

—i —i .
At — A= JE?BIV'
xy zy
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Die Richtigkeit dieser Beziehung ergibt sich aus
der Erwiigung, dass man der Ehefrau (y), welche den
Versicherungsanspruch A's hat, das Kapital 1 beim
Ableben des Mannes ausrichten kann, wenn dafiir der
Zins bis zu ihrem Ausscheiden aus dem Witwenstand
riickvergiitet wird. Der Wert des Zinsanspruches ist
d‘ﬁiw. Daraus erhellt die Richtigkeit der aufgestellten
Gleichung.

Folglich ist
tmoo

D3t Vot Pogt:yte Bagoyre db,

—az

ﬂl — R 2 = '50:0|y

Bildet man diese Bez1ehung fir alle y und ad-

diert, so kommt

—cu —a.z

AL—R 2 = dadl. @7
15. Entsprechend der Entwicklung des Abschnit-
tes 7 wollen wir den Wert der Versicherungsleistung
bestimmen, welche darin besteht, dass man den von den
Invaliden hinterlassenen Witwen eine Kapitalabfindung
gewihrt, proportional der im Zeitabschnitt, da der In-
valide stirbt, mit dem Ehemann verlebten Zeit.

Die Zahl der Ehepaare (z-}n:y-+n) mit Ménnern,
die im Alter z -} ¢ invalid geworden, ist nach Ab-
schnitt 14
lx+n Z;+n dt.

:z:—}—t l;—l—t
Von den invaliden Eheménnern sterben im Alter

z4n

Z,,-.H Vott Raoptyte 12

—_— v .
l::_t Vatt kx+t:y+t E‘f’l‘ﬁ @ ,uZH.,, dt dn.
e+t bytt
Die Zahl aller Sterbefille invalider Ménner im
Alter x 4 » ist, gemiss Abschnitt 14,
t=” .
’ (D(n) dn =/Zf,"_’,.t Vet hz.,_;:y_*_t_l;_zﬂ @ [.l,i_l.n dt dn.

o et Yyt

Entsprechend ist die Zahl aller Todesfille im

Alter z 4+ n 4 ¢
@D(n--1) dt.

Ist wiederum # ein ganzes Vielfaches der Dauer
% eines Versicherungsabschnittes, so ist der Barwert

f(z+n) der Versicherungsleistungen im (n-1). Abschnitt

t=—
flan) = / toe bt (n--t) dt.
=0 .

Nun geht die Entwicklung weiter wie im Ab-
schnitt 7. _
Insbesondere ist in unserem Fall

Fla+i) — f vt @(t) dt,

wobei nach Abschnitt 14, Glelchuug (26),

Fx) = D ﬂl .-
Ferner ist ‘
dF(; +2 = — v*t (),
4
[dF(x—l-—t)J __adF(x) 0
dt  dz
da
@(0) = 0.
Folglich ist der Barwert der Versicherungsleistung
L
m Yy

und fiir einen Aktiven, unabhingig vom Alter der Frau,

1 —w
am L.

16. Berechnung des Wertes der Schlussrenk an
die den Invaliden iiberlebende Witwe.

Die Gesamtzahl der den /2° Aktiven entsprechen-
den Ausscheidungsféille von Invalidenwitwen des Alters
y -+ » ist nach Abschnitt 13

B(n) dn = g(n) p2, dn.
Entsprechend Abschnitt 8 wird hier

. 1
f=—
fla-+n) = / fomtatt B(n-t) dt,
=0
t=o0
Fla4-t) = [v=tt B(2) di,
t
Fx) = Dz*AR m‘j’
oy |G @)
da
T(0) =
Somit ist der Barwert der Schlussrente
LR
2m =W

oder, unter Beriicksichtigung der verschiedenen y,
1 Rt

Am =@
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17. Entsprechend den Entwicklungen des Ab-

schnittes 9 erhalten wir nun die folgenden Beziehungen:
L(m)

Oal

Qx| —Oz|———ﬂ1 +21

m -’C(J)7

oder wegen Gleichung (27)

(28)

18. Die vom Tode des Invaliden an laufende
nachschiissige Rente mit Schlussrente.

Der Barwert dieser Rente fiir die Frauen mit der
Altersdifferenz x — y ist

O
asly = — f Dz+t Vort Rateiyre Bepayte dt.
Dz’
t:O

Nun ist aber

(m) J —i ) —z
Galy = (1 - ‘27») Galy + 5 e AL

Zufolge dessen wird

o 8\ —a s A
Gty = \1 — g7 0¥ & g "

Beriicksichtigt man die Frauen jedes Alters, so
erhilt man

(m)

§ai d
oder sehr angenihert
8 _ (1 _ _"_> az. (30)
2m

Soll die Witwenrente, die mit dem Tode des In-
validen zu laufen beginnt, vorschiissig sein, so erhoht
sich der Barwert der Witwenrente noch um

1A
x

m

IT1. Die Anwartschaft auf Witwenrente
. iiberhaupt.

19. Durch die Verbindung der Anwartschaften
auf Aktivenwitwenrente und Invalidenwitwenrente er-
halten wir den Wert der Anwartschaften auf Witwen-
rente iiberhaupt.

Wir heben insbesondere die folgenden Beziehun-
gen hervor.

Aus Gleichung (9) und (22) folgt, wenn wir

i a
az| + az = az

setzen,
0z — Qz) = % pz" g @81
Aus (10) und (23) ergibt sich
W @1 g :
Qx| — Qx| = W o hx- ('}2)
Aus (13) und (27) kommt
Al ALz = gl (33)
Ferner aus (14) und (28)
a2 (1 _ _"_) a, (34)
2m
und aus (15) und (29)
A J J =°
B = (1= ) B )

20. In der Praxis kommen héiufig Versicherungs-
werte vor, die sich nach der Besoldung der Aktiven
beim Ableben oder bei der Invalidierung richten. Die
Besoldung des Alters x sei s, die zu gewihrende
jahrliche Rente o4 s, . @55, #ndere sich stetig mit x.
Alsdann lassen sich fiir die Barwerte dieser Versiche-
rungen Beziehungen angeben, die ganz denen dieser Arbeit
entsprechen. Sie werden erhalten, indem man einfach
an Stelle von h,, den Wert s hizy, an Stelle von
Jiy den Wert a s, h, treten léisst.

21. Schlussbemerkungen.

Es liegt nahe, dic angestellten Untersuchungen
weiter zu filhren und insbesondere auch die aufge-
schobenen und abgekiirzten Renten, wie sie bei' Waisen-
renten iiblich sind, ndher zu untersuchen. Wir ver-
zichten hier darauf, da der Umfang dieser Arbeit
ohnehin schon zu gross geworden ist, behalten uns aber
vor, gelegentlich darauf zuriickzukommen, sofern nicht
inzwischen von anderer Seite das Fehlende ergénzt wird.

Nur zwei Bemerkungen mogen noch angebracht
werden.

a) In der Praxis kommt es nicht selten vor, dass
eine Pensionskasse fiir die Folgen der Dienstunfille,
mogen sie den Tod oder die Invaliditit herbeifiihren,
nicht aufzukommen hat, dass also nur die iibrigen Todes-
und Invalidititsfille zu ihren Lasten fallen. So liegen
die Verhiltnisse zum Beispiel bei der Pensionskasse
der schweizerischen Bundesbahnen.

Fiir diesen Fall bleiben unsere simtlichen Ent-
wicklungen sowohl fiir die Witwenrenten, welche zufolge
eines Dienstunfalles auszurichten sind, als auch fiir die
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Witwenrenten zufolge der andern Ursachen (Unfall
ausser Dienst und Krankheit) giiltig. Nur treten an

(Ld U aa

Stelle von ¢3* wund 4, im einen Fall ¢;** und %,, die
Wahrscheinlichkeiten als Aktiver zu sterben und invalid
zu werden zufolge Krankheit oder zufolge Unfalls ausser
Dienst, im andern Fall qz“ und z";, die Wahrschein-
lichkeiten, als Aktiver zu sterben und invalid zu werden
zufolge eines Dienstunfalls.

Zur Bestimmung der Sterbens- und Invaliditéts-
intensititen fiihri in diesem Falle die folgende Uber-
legung.

Definitionsgemiss ist

li_a ge / lagt ,uéif-zt dt,

a

also
=2

la_a 1 %Wl -+ laa = _/ lat 1t Hac—1+t dt.

Bezeichnet man mit lp> ity pyoit9, WO

0 ¢ < 2,
einen Mittelwert der Funktion Zﬁ—a_yrt y,;,,‘TL‘l_,_t, der die
Eigenschaft hat, dass '
N i . N t=2
%) g% 4 B g = g 1y / t,
oder

lﬁ ,aa ZE aa

x—1 Jz—1 =2 l:c—1+19 I‘z—1+19 )

so dient diese Bezichung zur Ermittlung von uy%s.

Nun ist mit grosser Anndherung 4 = 1, somit

— aa aa aa _,aa
e l 191 + bz G

laa

(36)

und
aa 93 aa
v, = l:c—l 1z—1 + Iz (37)
2 laa
Stellt man dieselben Beziehungen fiir uz** und 37

auf und addiert, so kommt

aa aa
aa aa , ” r—1 T a:+1
[/ Vg Ve =— ll, = ———
fe +wa 4 ve -+ z o

die iibliche Niherungsformel fiir ug.

b) Die Entwicklungen der vorausgehenden Ab-
schnitte nehmen nicht ausdriicklich Riicksicht auf die
Abhingigkeit der Sterbenswahrscheinlichkeit und der
Invaliditdtswahrscheinlichkeit der Aktiven von der
Dienstdauer, der Sterbenswahrscheinlichkeit der In-
validen von der Invalidititsdauer. Sie gelten aber auch
fir den Fall, dass diese Abhingigkeit besteht und dass
mit Selektionstafeln, statt mit Aggregattafeln, gerechnet
wird. Es geniigt, die angestellten Betrachtungen hin-
sichtlich dieser Abhéngigkeit zu durchgehen und die
formalen Anderungen anzubringen, welche diese Ab-
hiéingigkeit ausdriicken, um den in Frage stehenden
Nachweis zu erbringen. Wir haben fiir unsere Nach-
weisungen absichtlich die Form gewihlt, welche gestattet,
diese Anderungen ohne weiteres anzubringen.

Der bevorstehende Wiener - Kongress fiir Versi-
cherungswissenschaft hat auf sein Arbeitsprogramm
unter anderem die Forderung aufgenommen, die Ver-
sicherungsmathematik unter Beriicksichtigung der Ab-
héngigkeit der Invaliditit von der Berufsdauer, der
Invalidensterblichkeit von der Dauer der Invaliditit
auszugestalten.

Den in diesem Abschnitt gegebenen Hinweis mochten
wir als Beitrag zum genannten Thema angesehen wissen.

Ziirich, im Januar 1908.

Die Mischehen hei dem Volkszihlungen von 1870—1900.

(Von je 100 Ehepaaren waren konfessionell gemischt.)

Nombre des mariages mixtes pour 100 mariages existants, 1870 a 1900.

Kanton — Canton 1900(1888(1880|1870 Kanton — Canton |{1900]1888|1880|1870 Kanton — Canton  {1900/1888|1880 1870{
1. Obwalden . 1 (10| 0] 10. Luzern. 6| 4| 2 | 1] 17 Schaffhausen .|| 10| 9| 7| 3
2. Valais 1 1 (1 1 11. Zug . . 6| 53| 2| 18 Baselland. . .| 11 {10 9| 5
8. Tessin 2 1 1 0 | 12. Graubiinden . 71 5 4 (2] 19 Glarus. . . .| 11 9| 6| b
4. Nidwalden . 2 |1 1 | 0] 13. Vaud 71 6 5 | 4] 20. St.Gallen. . .||11 | 10| 8| 5
5. Fribourg 2 12| 2| 1] 14 Aargau 8| 6| 4| 3| 21 Thurgau . . .||12| 9| 7| 4
6. Uri 3 13 2| 0] 15 Ausserrhoden 8| 8| 6 | 3| 22 Zirich. . . .15 11| 8| 38
7. Schwyz . 3|12 (210 . . 23. Solothurn . . .|| 16 |11 | 7| 4
8. Innerrhoden 413 1| 2 1 Schweiz — Suisse S T)8 8 24. Genéve. . . .| 17|16 | 13 | 10
9. Bern . 514211 16. Neuchétel . 10 | 10| 8 | 7 | 25 Baselstadt . .| 23 |22 | 21| 18

Bd. II, 1908. 28



