
I5â — 

Setzt man 
to 

so wird analog wie vorher 

und weiter e=o r = o 

vw:v 1 » TJW /i Qx\ 1-4-Px ,__. 
pÄfyj = — ïy # * ( 1 — J*-\ . _ L ^ . (76) 

2 V 2 / 1 + p£ 
Die Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten (75) 

und (76) ergibt wieder (72), d. h. es ist 

VW vw:w 
qX[y] + vw:v /rn\ 

P«M . (<7) 
Durch Vertauschen der Indices erhalten wir die 

betreffenden Wahrscheinlichkeiten für Frauen. Dabei 
ist dann allerdings vorausgesetzt, die Wahrscheinlich
keit, zu heiraten, sei bei der Witwe nur eine Funktion 
des Alters und nicht auch der Yerwitwungsdauer, was 
für das erste Jahr des Witwenstandes zwar nicht zu
trifft. Die kleine Inkongruenz darf aber ohne Bedenken 
in den Kauf genommen werden. 

19. Entsprechend den Entwicklungen des Ab
schnittes 10 können wir nun mit Hülfe einer .Aus
scheidetafel iy und der zugehörigen q^ und p^ aus 
einer Gruppe von lyfxj verheirateten Frauen die Keihen 

der überlebenden Ehepaare 1™X] und der Witwen l j ^ 
herleiten, wobei wieder die Reihe der Gesamtheit der 
Überlebenden durch die Eelation 

bestimmt wird. 
i ivv | -iwu 
in — hi ~t~ A» 

Für die Versicherungswerte, welche sich aus diesen 
drei Reihen herleiten, gelten die gleichen Beziehungen 
wie die in der zitierten Abhandlung von Dr. G. Schaert-
lin für Aktive und Invalide abgeleiteten. 

Handelt es sich beispielsweise um die Ermittlung 
des Barwertes der Witwenrente, zahlbar an (y) nach 
dem Ableben von (x), wobei die Rentenzahlung mit 
dem Tode oder der Wiederverheiratung der Witwe 
aufhören soll, so ergibt sich dieser Barwert zu 

<=oo 

oder, in anderer Schreibweise, zu 

1» 

(78) 

(79) -,vw „io vv lu /Mw _ \ ay[x] = ay — ay[x] = - (a ayJ. 
JVV 

Der Barwert der kontinuierlichen Witwenrente ist 

*y[*J: 
-VW I 1 , . v 

ay[x] + — P" (80) 

Zürich, im September 1907. 

Die indirekte Methode zur Berechnung der Anwartschaft auf Witwenrente. 
Von Dr. G. Schaertlin. 

1. Seitdem Behm1) und Zillmer2) und andere 
Autoren in Deutschland, Ralph P. Hardy3), Meikle3), 
King4), Manly5), Allin6) und E. C. Thomas7) in England 
zur Berechnung der Anwartschaft auf Witwenrente 
die Wahrscheinlichkeit, verheiratet zu sein, also das 

*) G. Behm, Entwurf eines Gesetzes betreffend die Unfallver
sicherung der Arbeiter nebst Begründung, sowie eine Denkschrift, 
betreffend die Gefahrenklassen. Berlin 1882. 

2) Zillmer, Assekuranz-Jahrbuch von A. Ehrenzweig. XII. 
Jahrgang. 

3) Man vergleiche J. I. A., XXXVIII, S. 163. 
4) J. I. A., XXX, S. 291. 
5) J. I. A., XXXVI, S. 209, XXXVIII, S. 101 und XLII, S. 1. 
6) J. I. A., XXXIX, S. 337. 
7) J. I. A., XL, S. 188. 

Verhältnis der Zahl der verheirateten Männer eines 
bestimmten Alters zu der Zahl der Männer desselben 
Alters überhaupt, eingeführt haben, ist von der neuen 
Methode vielfach Gebrauch gemacht worden *). 

Das Verfahren, als indirekte Methode bekannt, 
von den englischen Autoren „Collective method" ge
nannt, scheint um so mehr Aussicht zu haben, sich 
allgemein einzubürgern, als sorgfältige Untersuchungen 
gezeigt haben, dass dessen Ergebnisse sehr gut mit 
denen der komplizierteren direkten Methode, die mit den 
Sterbenswahrscheinlichkeiten der Frauen in der Ehe 

*) Auch die Arbeit von 0. Schjoll, Christiania 1892, von der 
ein Auszug im J. I. A., XL, S. 200 enthalten ist, behandelt diesen 
Gegenstand. 
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und der Wahrscheinlichkeit des Heiratens der ledigen 
und der verwitweten Aktiven rechnet, übereinstimmen *). 
Ratsam ist es freilich, wie schon Zillmer es verlangt, 
die Wahrscheinlichkeiten, verheiratet zu sein, aus den 
Beobachtungen der Kasse, deren Belastung zu ermitteln 
istj abzuleiten, also nicht auf fremde Erfahrungen ab
zustellen. Ferner ist die Methode noch einer wesent
lichen Verbesserung fähig. Statt die Wahrscheinlich
keiten, verheiratet zu sein, aus den Beobachtungen an 
den lebenden Männern herzuleiten, empfiehlt es sich, 
den Zivilstand der Männer zur Zeit des Ablebens auf
zuzeichnen. Handelt es sich um eine Pensionskasse, 
so ist auf die Zeit der Invalidierung oder des Ablebens 
als Aktiver abzustellen2). Denn es ist nicht erwiesen 
und auch nicht zu erwarten, dass die Wahrscheinlich
keiten, verheiratet zu sein und, worauf es weiter an
kommt, die Altersverhältnisse der Männer und Frauen bei 
gesunden und bei kranken oder gebrechlichen Männern 
übereinstimmen. Mit andern Worten, es darf die Wahr
scheinlichkeit, dass ein gestorbener Aktiver oder ein 
zu den Invaliden übertretender verheiratet war oder ist, 
nicht gleichgesetzt werden mit der Wahrscheinlichkeit, 
dass ein gleichaltriger Aktiver verheiratet ist. Über
einstimmung ist nur dann zu erwarten, wenn die Ursache 
des Ausscheidens aus der Aktivität in keinem oder nur 
in einem entfernten Zusammenhang mit dem Gesund
heitszustand des Aktiven steht, beispielsweise dann, 
wenn ein Unfall die Ursache des Ausscheidens ist. 

Man hat im allgemeinen um so eher Veranlassung, 
auf die Beobachtungen an Ausscheidenden abzustellen, 
als Aufzeichnungen darüber so wie so bei den Pensions
kassen gemacht werden müssen und infolgedessen viele 
dieser Kassen auch schon ausreichende Beobachtungen 
besitzen. 

Eine weitere Fehlerquelle der indirekten Methode, 
so wie sie bisher gehandhabt wurde, ist von geringerem 
Belang. Karup3) macht mit Kecht darauf aufmerk
sam, dass die Wahrscheinlichkeit, verheiratet zu sein, 
nicht nur vom Alter, sondern auch von der Dienst
dauer abhängig ist. Diese Abhängigkeit besteht aber, 
ohne besonders berücksichtigt zu werden, auch für 
die Wahrscheinlichkeit des Heiratens. Allerdings ist 
der Einfluss dieser Tatsache bei der direkten Methode 
weniger bedeutend als der entsprechende bei der in
direkten. Immerhin wird man auch bei dieser die 

*) J. Karup, die Finanzlage der Gothaischen Staatsdiener-
Witwen-Societät. S. 61. 

2) Befinden über die Pensions- und Hülfskassen der schwei
zerischen Bundesbahnen von J. Rebstein und G. Schaertlin. S. 30. 
Bern 1904. Neukomm & Zimmermann. 

Anderer Meinung scheint King zu sein. Vergi, in dieser 
Beziehung J. I. A., XXXVIII, S. 165. 

3) J . Karup, a. a. 0., S. 59. 

Tragweite dieses Zusammenhanges nicht hoch anzu
schlagen haben. Ihn zu berücksichtigen wird dann an 
der Zeit sein, wenn auch der noch wichtigeren Ab
hängigkeit der Invaliditäts- *) und Sterben8Wahrschein
lichkeiten der Aktiven von der Dienstdauer einerseits, 
der Sterbenswahrscheinlichkeiten der Invaliden von 
der Invaliditätsdauer anderseits, Rechnung getragen 
werden kann. 

Die bereits hervorgehobene Bedeutung der indi
rekten Methode rechtfertigt das Bestreben, sie für die 
Praxis so handlich als möglich zu gestalten. Was zur
zeit besonders vermisst wird, ist der Einblick in den 
Zusammenhang der verschiedenen Anwartschaften, ver
schieden, je nachdem die Rente vorschüssig oder nach-
schüssig, in ganzjährigen oder unterjährigen Raten, 
mit oder ohne Schlussrente im Todesfall gewährt wird. 
Eine genaue Untersuchung der verschiedenen,Methoden 
zur Herleitung von Anwartschaften scheint uns auch da
rum erwünscht, weil die von verschiedenen Autoren gege
benen Berechnungsmethoden von einander abweichen2), 
manchmal auch der genaueren Begründung entbehren. 

Wem der Aufwand zur Peststellung genauer Be
ziehungen und der Voraussetzungen, unter welchen sie 
gelten, in keinem Verhältnis zur Zuverlässigkeit des 
vorhandenen statistischen Materials zu stehen scheint, 
möge bedenken, dass die mathematische Theorie durch 
solche Erwägungen sich nicht davon abhalten lassen 
darf, die ihr zukommenden Aufgaben zu lösen. 

2. Die folgenden Entwicklungen erfordern die 
Kenntnis von Spezialwerten des allgemeinen Integrales 

wo «, ß, a, b Konstante bezeichnen. 

Nach den Regeln der Integralrechnung findet man 

J= Ji - j - Jz -f- Ja , 

aß 
ab' 

(a —a) (ß — a) 

wobei 
J i 

a2 (b — a) 
Iog(l — a), 

(a — b)(ß—b). 
J*= b*(a-b) l°S(i-b). 

Für Werte von f, die wenig von 1 verschieden 
sind, ist sehr annähernd 

l o g f f = _ 2 - i - = ^ . 

') E. Blaschke, Internationaler Arbeiterversicherungskongress, 
Wien. IL Band, S. 129. 

2) Hugo Meyer, Beiträge zur Pensions Versicherung. 1903, 
Jena. G. Fischer. 
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Wir können folglich für kleine Werte von a und b 
setzen 

l o g ( l - a ) = — 2 . 
und 

log (1 - 6) = - 2 -

a 
2~^~a 

b 

Mit diesen angenäherten Werten von log (1 — a) 
und log (1 — b) gehen wir in den Ausdruck für unser 
Integral ein und erhalten nach gehöriger Reduktion 

(2-a)(2-ß) 
J: (2 — a) (2 — 6) (1) 

Diese Annäherung hat nur Gültigkeit für kleine 
Werte von a und b. 

I. Die Aktiven-Witwenrente. 

3. Die Anwartschaft auf die lebenslängliche Wit
tvenrente 1, zu beziehen, nachdem der Mann als Aktiver 
gestorben ist, erstmals zu Beginn des auf das Todes-
jähr folgenden Versicherungsjahres. 

Wir gehen aus von der Aktivitätsordnung der 
Männer. Die Zahl der Aktiven des Alters x sei lx

a. 
Das Ausscheiden der Aktiven erfolge durch Tod und 
Invalidität ; die Sterbenswahrscheinlichkeit der Aktiven 
sei nach der Beobachtung qx

a. 

Die Erfahrung an einer grossen Anzahl von Männern, 
die im Alter x als Aktive gestorben, habe als Wahr
scheinlichkeit, verheiratet zu sein, den Wert hx ergeben. 

Insbesondere sei die Wahrscheinlichkeit, mit einer 
Frau des Alters y verheiratet zu sein, h^1), so dass 

llX = £J flXyy 

wo die Summation vom niedrigsten Alter der Frauen 
bis zum höchsten gehen soll, was wir der Einfachheit 
wegen andeuten wollen mit 

hx • Uh xy 

Wir setzen voraus, dass hx+t:y-i-ti die Wahrschein
lichkeit, dass der x -f- ^jährige Aktive mit einer Frau 
des Alters y -\-t verheiratet ist, sich mit t stetig ändere. 

Unser nächstes Ziel ist nun die Bestimmung von 
Qx\y

2)i des Barwertes der Belastung mit Witwenrente 
auf einen Aktiven (x) der Aktivengruppe la

x, herrührend 
von den Ehefrauen mit dem Altersunterschied x — y. 

*) Solche Wahrscheinlichkeiten lassen sich unter anderem 
aus den Daten herleiten, welche Leubin in seiner Arbeit „Ver
sicherungstechnische Orientierung", Bern 1903, in Tabelle II 
gegeben hat. 

2) In der Schreibschrift verwenden wir dafür das a der 
deutschen Kurrentschrift. 

Dabei soll einmal der Umstand berücksichtigt 
werden, dass von der Aktivengruppe nur ein Teil, 
nämlich Tx hxy, mit Frauen des Alters y verheiratet 
ist, und ferner, dass der Bestand der verheirateten 
Aktiven, deren Frauen den Altersunterschied x — y 
aufweisen, durch das Ausscheiden der Aktiven zufolge 
Todes oder Invalidität, durch Verheiratung und weiter 
durch das Absterben der Frauen verändert wird. 

Nach Ablauf des n. Versicherungsjahres setzt sich 
der in Betracht fallende Bestand zusammen aus den 
Aktiven, die mit Frauen des Alters y -|- n verheiratet 
sind ; ihre Zahl ist l%+n hx+n : y+w. 

Entsprechend ist die « Zahl, der anrechenbaren 
Aktiven des Alters x -\- n -f-1 

7aa Ji 
t'aj-f n-\-t Mx+n+t : y-\-n-\-t* 

Ist i^x die Sterbensintensität1) der Aktiven (#), 
so sterben von den Aktiven im Alter x -f- n -f-1 bis 
x-\-n-\-t-\-dt (kurz ausgedrückt: im Alter x-\-n-\-f) 
verheiratet 

jaa aa j 1, 
i>x+n-t-t l-lx-t-n+t 'Ix+n+t : y-\-n-\-t &&• 

Die Gestorbenen hinterlassen ebensoviele Witwen 
des Alters y -|- n -\- t. 

Von diesen Witwen erleben das Alter y -\- n -\- 1 

Ly 
(>x+n+t Hx+n+t Hx+n+t : y+n+t UJ_ ^ dt 

•jWW 
hj+ii+t 

Hierin bedeutet Vfjt0 die Zahl der Witwen des 
Alters y der Ausscheideordnung2) der Witwen. 

Dabei hat es die Meinung, dass bei der Ableitung 
der Ausscheideordnung der Witwen diejenigen, die 
eine weitere Ehe eingegangen, wie die Gestorbenen 
behandelt worden seien. 

Eine solche Ausscheideordnung kann entweder 
direkt aus den statistischen Beobachtungen hergeleitet 
oder aus einer Sterbetafel für Witwen und der Heirats-
Wahrscheinlichkeit für Witwen nach bekannten Ver
fahren bestimmt werden. 

Um die gesamte Zahl der Witwen mit dem Alters
unterschied x — y zu finden, welche nach dem Alter 
y -\- n Witwen geworden und das Alter y -\- n -\- 1 
als Witwen erleben, ist die Summe der Werte zu bilden, 
welche da3 letzte Produkt für alle Werte von t = 0 
bis £ = 1 annimmt. 

Die Zahl der das Alter y -\- n -f- 1 erlebenden 
Witwen ist also 

x) Vergleiche Heft 1, S. 54, der Mitteilungen der Vereinigung 
schweizerischer Versicherungsmathematiker. 

2) Amtmann und Pfaffenberger, Zur Mathematik der Pensions
versicherung. 1907. G. Fischer, Jena. 
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*=i 

/
lx+n+t ftx+n+t hx+n+t : y+n+t y + n + * dt. 

jWW 

fc=0 h+n+t 

Bezieht jede dieser Witwen vom Ende des Sterbe
jahres des Mannes ab eine vorschüssige Rente, so belastet 
jede die Kasse am Ende des Sterbejahres des Mannes 
mit 1 + d^+n+x. Die Belastung für jene Zeit ist also 

t=i % 

jWW 

iT+n+t fßU+t hx+K+t : y+n+t Ä t i (1 + a?£n+1) dt. 
jWW J ' ' 
ly+n+t 

t=l 

/ ' 
t=0 

Diskontiert man auf das Alter Null der Aktiven 
zurück, so erhält man 

t=i 

..x+n+1 / 7aa aa -, 6 « _ L « J _ I 
^ / <>x+n+t ftx+n+t ">x+n+t: y+n+t - 4 ^ - X i 

ww 
t=0 

jWW 
hj+n 'V+n+t 

(1 + ay+n+\) dfc 

Zur Auswertung des Integrales sind bestimmte 
Annahmen über den Verlauf der auftretenden Punk
tionen dienlich. 

Es mögen sich die Todesfälle der Aktiven in den 
Grenzen t = 0 bis t = 1 gleichförmig über das Jahr 
verteilen. Das heisst, es sei 

jaa aa jaa aa 
"x+n+t fix+n+t — vx+n Qx+w 

Die Wahrscheinlichkeit hx+n+u y+n+t verlaufe in
nerhalb derselben Grenzen linear; es sei also 

"x+n+t : y+n+t = h>x+n:y+n t \llx+n:y+n — "x+n+i : y + n + i ) 

und ferner 

jWW jWW i /jWW jWW \ 
Ly+n+t — ly+n & [yy+n — ly+n+i)-

Dann kann der auszuwertende Ausdruck geschrie
ben werden 

/ 
t=o 

j\aa aa jww •-« i wio \ 
v ^x+n <£x+n ly+n+l \*- "T" ay+n+\)-

"x+n : y+n t \">x+n ; y+n — hx+n+i : y+n+l) 

'V+n ' 
, sjWtü jWW \ 

l \f>y+n ly+n+l) 

dt 

Wegen Gleichung (1) hat das in diesem Produkte 
vorkommende Integral J den Wert 

T _ _ "tx+n-.y+n "T~ "fx+n+liy+n+\ 

jWW _t jww 

Vf» i "y+n+l 

T hx+n+Y'.y+-n+Y 
J £ . ——— . 

jWW i^ jWW ùy+n ~r ly+n+l 
Unser Produkt nimmt daher die Form an 

oder 

— — o ww 

v • Ba
x
a
+nqT+nhx+n+L:y+n+L_lPy±IL 

I I WIO 

-TPy+n 

T ay+n+lh 

wo Py+n die Wahrscheinlichkeit bedeutet, dass die 
Witwe (y-\-n) im nächsten Jaht weder stirbt noch 
heiratet. 

Das Produkt gibt die auf das Alter 0 der Ak
tiven diskontierte Belastung aus den Sterbefällen des 
(n 4-1)- Versicherungsjahres. 

Für einen Aktiven (x) ist die auf das Alter je 

bezogene Belastung aller Versicherungsjahre oder a!% 

aa 
(Xx\y '• 

V * n a a naa 7i 1 1 
: — = Li Ux+n (£x+n nx+n+ — :y+n+— 

Jjaa n=o « * 
x 

a i WW \ 

+ ay+n+\h 

*Py+n 

1 -TPy+n 

Legt man y der Reihe nach alle Werte vom nie
drigsten bis zum höchsten Alter bei und addiert die 
sämtlichen Belastungen, so ergibt sich für einen Aktiven 
(x) der Gruppe la

x die erwartungsmässige Gesamt
belastung mit Witwenrenten. Die Summe bezeichnen 
wir mit ûSf, so dass wir haben 

— 2/=°° 
<ia ^ aa 

Oasi Zi Qx\y 
y=o 

Führen wir die Bezeichnung 

jya 
±>x •.ghx++.y+± 2p\ WW 

y 

1 I wv 
(l + a^) (2) 

ein, wobei Ba
x die erwartungsmässige Belastung mit 

Witwenrente durch den Todesfall eines Aktiven im 
(x -f- 1). Lebensjahr, bezogen auf das Alter x -\- 17 

bedeutet, so können wir durch die Veränderung der 
Reihenfolge der Summation auch schreiben 

aa ^ v T\aa s*aa TZaa 

0X\ = —=: Li Ux+n \£x+n £>x+n* (3) 

4. Die Anwartschaft auf kontinuierliche Witwen
rente, beginnend mit dem Tode des Aktiven. 

Obgleich der Anwendung der Beziehung (3) nichts 
im Wege steht, empfiehlt es sich, dem Vorgehen der 
Praxis folgend, eine etwas einfachere Berechnungs
methode zu suchen. Dies kann dadurch geschehen, dass 
man annimmt, die beim Tod eines Aktiven in Anschlag 
zu bringende Belastung hx+t:y+t äy+t verlaufe in jedem 
Versicherungsjahr linear. 

Die Belastung durch die Witwen des Alters y+w+*> 
welche Witwen durch die Todesfälle der Aktiven des 
Alters x-\-n-\-t entstanden sind, ist, auf die Geburts
zeit der Aktiven bezogen, 

v 
x+n+t jaa jaa aa 7 --ww 

^x+n+t f-lx+n+t rlx+n+t : y+n+t u>y+n+t 
dt. 

Setzt man 
jaa aa -toa aa 
1 x+n+t ^x+n+t — "x+n Qx+n 
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und 
7 — W W 7 — W W 

Mx+n+t: y+n+t ay+n+t flx+n : y+n Cly+n 

/ / 7 —WW 7 — WW \ 

"\'^x+n :y+n Cly+n nx+n+l:y+n+l % + n f l J ? 

so kann die auf die Geburtszeit der Aktiven diskon
tierte Belastung, welche durch diese im Alter y -f- n 
bis y -f- n -f- 1 entstandenen Witwen hervorgerufen 
wird, geschrieben werden: 

t=i 

* ' L — W W , / 7 — W W 

«x+n-.y+n ay+n lyßx+ii-.y+n Cly+n 
jaa aa x+n [ t t j 
lx+n Qx+n V V {hx 

— hx+n+i : y+n+1 Cly+n+i)} dt. 

Setzen wir zur Abkürzung 

7 — WW 7 WW 

rtx+n:y+n (*y+n '— ">x+n+l : y+n+\ &y+n+l 

nx+n:y+n Uy+n 

so ist auszuwerten der Ausdruck *= i 

J = la
x+n qx+n vx+n hx+n: y+n a™+n / vl (1 — at) 

fc=0 

dt. 

Nun ist aber 
t=i 

und 

wobei 

J 
t=0 

t-1 

yt dt = iv 

T = 
d 

/ 
to'*=-sr(i-d), 

<* = 

Da angenähert 

i man schreiben 
<=i 

f* 

= log (1 + 0-

i — â i 
â ~~ 2 ' 

ai w 

dt=2S = 
d 
2â 

t=0 

Das Integral im Ausdruck für J kann daher ge
schrieben werden 

T( ' -T)-
oder wegen der Bedeutung von a 

•7 7 — W W I 7 — W W 

a 'lx+n : y+n ay+n ~ T Mx+n+l : y+n+l Üy+n+l 

f(/x+n : y+n ^y+n 

Der auszuwertende Ausdruck nimmt nun die 
Form an 
d jaa aa x+n / 7 —ww % 7 —ww \ 

•^r-zlx+n 2x+n V \nx+n : y+n Cly+n ~T "x+n+l : y+n+1 Cly+n+l)' 
2d 

Infolgedessen ist 

Qx\y = 

d J^ 
VT 

S -r\aa aa /•» —ww 

Ux+n Qx+n ylx+n:y+n Cly+n 

und 
+ 7 —WW \ 

nx+n+u y+n+l ay+n+\) 
—aa v ~zaa 

ÛX\ = Zi Ùx\y. 

y=o 

Führen wir die Bezeichnung ein 
-r>aa v 7- ~zww 

£>x = LA flxv av y=o 
*xy wy 5 (4) 

so können wir dem gesuchten Barwert die Form geben 

— ß 1 00 — — _ _ _ _ _ 
—aa w x v T\aa *.aa (T>aa l T>aa \ , -v 
a * l TTî ~~^ *J Ux+n Q.x+n \Px+n ~T -Bx+n+l)- ( 5 ) 

T) w=o 

Will man, was sich empfiehlt, bei der Bestim
mung der Anwartschaft auf kontinuierliche Witwen
rente von Hypothesen über den Verlauf der in Betracht 
fallenden Funktionen absehen, so wird man die Euler-, 
Mac Laurin8che Summenformel*) benützen und unter 
der Annahme der Stetigkeit der erwähnten Funktionen 
die folgende Überlegung anstellen. 

Die Anwartschaft auf kontinuierliche Witwenrente 
für Witwen mit der Altersdifferenz x — y wird gegeben 
durch t=oo_ __ 

DSV 
t=dO 

'x+t : y+t dy+t dt. 

Führen wir zur Abkürzung die Bezeichnung ein 

80 ist 

\aa 
xy — 

t=oo 

nxy ay , 

—aa 1 / j \ 

ax\y = - = / D 
BT J 

aa aa j^aa 
]x+t f*x+t & x+t: y+t 

dt. 

Bezeichnen wir ferijer 

2 F(z) = F(z) + F(z+1) + F(z+2) + 

so ist nach der Eulerschen Summenformel 

2F(ss) 

oc 

• / • 

F(z)dz+-F(z) — — 
2 12 

F'(z) + . . 

Für z = 0 wird 

S F(0) = F(0) + F ( l ) + F(2) + 

2) Über die Zulässigkeit ihrer Anwendung ohne Schätzung 
des Restgliedes vergleiche Karup, a. a. 0., S. 91. 
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und 
oo 

S *•(<» =JF(Z) dz + ì JF(0) - ±F'(0). 

In unserem Falle ist 

F(z) = F(t) = Dx+tflx+tBx+t:y-t-ti 

F(0) = Dx"ttfB%. 

Nun ist näherungsweise 

x v /1\ 1 /T-vaa aa ~ryaa 
£ \l) = — - ( M c + * - l ^a5+*—l -»a?+<- l : j , + * - i 

Da a aa "ÔŒŒ \ 

j*f«+l fix+t+1 JJx+t+l : y+t+i) 
und 
TP'/iW I fT\aa ,.aa Ì 5 a a -r^aa aa "jjaa \ 
-P (U; = - - (l>a._i flx-i lSx—l'.y-i — Vx+\ fix+1 -Bx+liy+l)' 

Demnach erhalten wir 

— i °° — — _— i 
—aa x vi T\aa aa T>a>a> A «a TJ< 
Qx\y = —=r Li JJx+t fix+t &x+t: y+t 5" fix B. 

-r\aat=ü L 

aa j^aa 
xy 

I y^aa aa jyaa -pvaa aa -r%aa 
Vx—1 fix—1 -Bx—1 ; y—1 Ux+1 fix+1 -&X+1 : y+1 

24 ' D; aa 
x 

oder, wenn wir den letzten Bruch mit Bxy bezeichnen 
und t durch n ersetzen, 

— i °° — — _— i — _— 
—aa x yi -r\aa aa -ryaa •*• aa jyaa 
&x\y — =" LÀ ±Jx+n fix+n &x+n:y+n K~ fix &xy 

•pvaa «zzo L 
*• -niaa 

— 24^2/-

Bilden wir dieselbe Beziehung für alle Werte von 
y, addieren, und setzen wieder 

oo oo 

•DX Li J^xy Li nXy ßy 5 
sM> y=*> 

so erhalten wir 

— 1 °° — — _ — 1 — _—~ 1 — 
—aa x ^ TV*Ä aa -ryaa x aa -ryaa x -naa fty\ 
<*x\ =—=r Li \Jx+n fix+n & x+n TT fix &x — K l ^ x i (O) 

D aa n=Q L '°~ 
x 

24 

wo 
7>i( 
•tlx 

D aa aa jyaa y \aa aa -ryaa 
„ x—1 fix—1 -E>x—l — *Jx+i [lx+i -Dx+i 

D aa 
x 

Der Berechnung von a£f nach der Formel (6) steht 
praktisch kein Hindernis entgegen. Für die Bestimmung 
von [ix

a ziehe man unsere Arbeit im ersten Hefte dieser 
Mitteilungen zu Rate. 

5. Die in Raten zahlbare Überlebensrente. 

Yon IT Aktiven sterben im Alter x -f-1 und hinter

lassen Witwen des Alters y -\-t lT+t fix+t hx+t -. y+tdt 

Von diesen Witwen erleben das Alter y + n als 
Witwen 

jWW 

lT+t fix+t hx+t : y+t -i±2» dt 
jWW 
ly+t 

I . . ' . - . ' . 

Die Zahl der Frauen, die im Alter y bis y -\-n 
Witwen werden und das Alter y -\- n erleben, wird 
gefunden, indem man in diesem Produkt t alle Werte 
von 0 bis n beilegt und die erhaltenen Ausdrücke 
summiert. 

Ihre Zahl ist also 

t=n 

(fin) = \IT\ lu 

jWU 
ly+t 

T+t^
a+thx+t:y+t^±ILdt. 

Nun ist offenbar 

lf aSJL = v<p(1) + v*cpÇ2) + v*<p(3) + . . . . 

Für die in Raten zahlbare Überlebensrente gilt 
die Beziehung 

coa=i*- y(i)+^m ^)+^m »&)+• • • • 
Um den Unterschied der Anwartschaften zu be

stimmen, stellen wir auf die Eulersche Summenformel ab. 

Bezeichnen wir die Reihe 

F(z) + F(z+1) -+- F(z+2) + . . . . mit 2 F(z) 

und 

1-{F(Z) + F(Z+±)+F{Z + 2-) + ....JmitS"^), 

so ist nach der Eulerschen Summenformel 

2mF(z) -2F(z) = - — F(z) + ^ — ^ F\z) —.... 
2m 12m2 

In unserm Falle entspricht dem F(z) der Wert, 
den die Funktion vn tp(n) für n — O annimmt, also Null; 
dem F'(z) entspricht der Wert, in welchen die Ab
leitung von vn (p (n) nach n für n = 0 übergeht. 

Nun ist 

dvn<p{n) • n n dw(n) 
Z-!_£ = v <p (n) log V -f" V Z2LXÎ1 . 

dn dn 
Da aber 

/^\ 7WW I jaa aa i 1 i» 
(f [n) = iy+n i ix+t fix+t nx+t : y+t —— at, 

J jtOW 

so ist 

d <p (n) 

t=Q 
jWW 

h+t 

-t J ww 
tr\ (n\ ** y+n i laa aa

 T: 

= y VV . f- 1>x+n fix+n tlx+n : y+n . fin jWW 
m ly+n 
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Folglich ist 

dvn<p(n) 
dn 

jaa aa 7. 
= Ix fix n xy ' 

Infolgedessen ist mit grosser Annäherung 

0») 
-loa aa -,aa aa jaa aa M J- jaa aa j 
lx (\x\y — (>x Qx\y 1 0 ^ 2 °x fix txy 12 m2 

und also 
(TO) 

aa 
Qx\y ' 

aa 
(\x\y '• 

m* 
12 m 

* aa 7, 

r fix h. xy • (7) 

Da diese Beziehung für jede8 der verschiedenen 
Alter der Frauen gilt, hat man 

0?) 2 1 °° 
aa jaa w *• aa y 7 

- r ^ — 0 - fix Liltxyi 0*| 

oder, da 
y=Q 

y = oo 

rlx iij ivxy 1 

M _ 2 1 _ 
aa A a a ^ * aa 7 

0x\ — Qx\ = 1 2 m 2 ^ Ä * 

Hieraus folgt für m = c o 

Ï2 

—aa aa 
ùx\ — dx\ 

aa 7 
fix "x 

und 

—aa aa 
Qx\ — 0x\ = 

1 aaa h 
[A>X nx . 12 m 

(8) 

(9) 

(10) 

Man beachte, dass diese Gleichungen unabhängig 
von Hypothesen über den Verlauf der in Betracht 
fallenden Funktionen sind ; Voraussetzung ist, dass q (t) 
und dessen Ableitungen stetige Funktionen von t sind, 
was der Natur der Verhältnisse durchaus entspricht. 

Die Gleichungen (8) bis (10) gestatten nun, wenn 
eine der Anwartschaften berechnet worden ist, die 
andern Anwartschaften zu bestimmen. 

6. Die Kapitalversicherung auf den Überlebensfall. 

a) Der Barwert der Versicherung 1, fällig, wenn 
der Aktive (x) als Äldiver stirbt und eine Witwe 
hinterlässt. 

Von lx
a Aktiven sterben im (n - f 1). Versiche

rungsjahr und hinterlassen Witwen, die gegenüber ihren 
Ehemännern den Altersunterschied x — y aufweisen, 

t=i 

/ lx+n+t fix+n+t hx+n+t : y+n+t dt. 

t=0 

Der Barwert der an sie zu leistenden Zahlungen 
ist, auf die Geburtszeit der Aktiven bezogen, 

t=i 

. J = / V lx+n+t fix%n+t hx+n+t : y+n+t dt. 

t=Q 

Verlaufen lx+n+1 fix+n+t und hx+n+t : v+n+t in den 
Grenzen t = 0 bis t = 1 linear, so ist 

J= Dx+n qx+n hx+n : y+n / V (1 — Ht) dt, 

wo t=0 

TT "x+n : y+n "x+n+l : y+n+1 

"x+n : y+n 

Nun ist nach Abschnitt 4 

/""-«>-^('-D-4('-D 
fc=0 

d_ hx+n : y+n + hx+n+l : y+n+l d "•x+n+j : y+n+j 

2d h x+n : y+n * "x+n : y+n 

Hieraus folgt 

_ Cl T\aa aa L i i 
J = — *Jx+n Qx+n "x+n+ g : y+n+^ • 

Demnach ist der Barwert fli der Überlebens
kapitalversicherung *) 

—aa 
fll 

d 1 y j\aa aa i, i i 
— — ^ ^x+n y.x+n nx+n+^'.y+n+z ' 

xy ô Y\aa n=0 

Bildet man diesen Ausdruck für die verschiedenen 
y und addiert, so erhält man, da 

oo 

tlx '. Li rlXy 5 
2/=0 

als Barwert der gesuchten Kapitalversicherung 

-=aa d 1 y n a a aa j x 

fll = — — — Li Vx+n Qx+n Hx+n+ -f- ( 1 1 ) 

Ux 

Will man von einer Hypothese über den Verlauf 
der in Betracht fallenden Funktionen absehen, so er
erhält man, da 

t=oo 

- a a _ _ _ / jya^ ^aa^ ^ ^ ,y+tdt, ( I I a ) 

xy Ba
x
aJ 

t=o 

nach der Eulerschen Summenformel 

-=zaa 
fll : 

1 S -pvaa aa i *• aa j 
^>x+t fix+t nx+n y+t ~K fix tlxy 

aa*=0 L xy j\aa 
Ux 

1 -p^aa aa n -p^aa aa j 

Ux—1 fix-l "x—l:y—l *->x+l fix+1 "x+l :y+l 
24 D aa 

x 

Bildet man dieselbe Beziehung für jeden der ver
schiedenen Werte von y und addiert, so ergibt sich, 
nachdem man t durch n ersetzt hat, 

x) In der Schreibschrift verwenden Wir das % der deutschen 
Kurrentschrift. 
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I an. • —aa 1 v Tyia itaa i *• aa 7 
fll = —— Zi JJx+n fix+n ">x+n "ö" fix ">; 

D 

1 -r\aa aa -i j\aa aa 7 
^>x—l fix—1 ">x—l — ^x+1 fix+l n>x+l 

(12) 

24 D: aa 
x 

b) Der Barwert der Überlebenskapitalversicherung 
für den Fall, dass die Witwe stirbt oder sich verheiratet. 

Für die Witwen mit dem Altersunterschied x—y 
ist dieser Barwert 

•zraa 1 rj\aa aa 7 
fl 2 = —=^ Vx+t fix+t ">x+t: y+t J 

xy Ba
x
aJ 

Ay+t dt. 

fc=0 

Dabei bedeutet A^+t den Barwert der Versiche
rung 1, zahlbar, wenn die Witwe {y-\-t) aus dem 
Witwenstande durch Tod oder Heirat ausscheidet. 

Da 

erhalten wir 

—aa 
fl Ï — 

xy 

â 
T\aa 
Ux 

kW -i t. — ww 
&y+t = 1 0 dy+tj 

t=oo 

/ Dx+t ftx+t hx+t ; y+t dt 

Dr y 
t=0 

U=oo 

r-r\aa aa 7 — ww 7, 
/ ^x+t fix+t nx+t:y+t &y+t CIT. 

t=0 
—aa 

Das erste Glied rechts ist fl1 , das zweite ist der 
^xy7 

Barwert der kontinuierlichen Überlebensrente S auf 
das Leben der Witwe. Wir bezeichnen ihn nach Ab
schnitt 4 mit ÓQxfy und haben dann 

fll — fl 2 = ià, 
xy xy 

•x\y 

Diese Beziehung sagt, was ohne weiteres ein
leuchtet, dass man der Witwe das Kapital 1 schon 
beim Ableben des aktiven Ehemannes einhändigen 
kann, wenn dafür der Zins bis zum Ausscheiden der 
Witwe aus dem Witwenstand vergütet wird. 

Bilden wir dieselbe Beziehung für sämtliche Alter 
y und addieren, so erhalten wir für den Barwert der 
Überlebenskapitalversicherung der Witwe, fällig bei 
ihrem Ausscheiden, 

fll — fl , = oüx\. 
x x(y) 

(13) 

Wir setzen das y in Klammern nur bei, um den 
Index 2 darüber andeuten zu können. Die Beziehung 
ist für jeden Aktiven des Alters x gültig, unabhängig 
davon, ob er ledig oder verheiratet und «welches in 
diesem Falle das Alter der Frau ist. 

7. Die Witwenabfindung imVerhältnis der im Todes
abschnitt des aktiven Mannes von diesem durchlebten Zeit. 
Von lx

a Aktiven sterben im Alter x -f- n und hinter
lassen Witwen des Alters y -f- n 

<l{n) dn = lx+n fxx+n hx+n : y+n dn. 

Entsprechend dieser Feststellung ist die Zahl der 
Todesfälle des Alters x-\-n-\-t gleich <&(n-\-t) dt. 

Ist n ein ganzes Vielfaches des Versicherungs
abschnittes —, so gibt, wenn t <T —, t die im Todes-

m ° m1 ' 
abschnitt verlebte Zeit an. Der Barwert der Ver
sicherungsleistung ist für diese Todesfälle 

tvfß+n+t a>(n+t) dt. 

Der Barwert der Versicherungsleistungen für den 
(n -\- 1). Versicherungsabschnitt ist demnach 

t=± 

f(x-\-n) = fy x+n+t $>(n-{-t) dt. 

t=o 

Um den Wert der Versicherungsleistung für sämt
liche Abschnitte zu bestimmen, haben wir für n der 

1 2 
Reihe nach 0, — , — , . . . . zu setzen und die sämt-

m m 
liehen Integrale zu addieren. 

Zu diesem Zwecke führen wir die Funktion 
oo 

F(x+t) = fvx+l <I>(t)dt 
t 

ein, wobei nach Abschnitt 6, Gleichung ( I Ia ) , 

F(x) = [vv+t <D(t) dt = BfRi 
J x 

xy 

Der Definition von F(x-\-t) entsprechend ist 

dF(x + t) x+t 

und folglich 
dt 

v ^ <I>(t) 

dF(x+n+t) = _ vx+n+t 0(n+t) 
dt v i / 

Infolge dessen können wir setzen 

f(x+ 
7;dF(*+n+t)dL 

J dt 
t=o 

* J -
Durch partielle Integration folgt 

t 

f{x+n) = -l-F(x+n+±) +jF{x+n+t)dt. 

*=0 

Bd. II, 1908. 22 
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ïïier haben wir, wie schon erwähnt, der Reihe 
1 2 

nach n = 0, —, — . . . . " zu setzen und die erhaltenen 
m m 

Ausdrücke zu addieren. 

Es ergibt sich fcJ-

F(x+0+f)ät, 

t=o 

f(.x+h = -^F(x+h +fF(x+±+t)dt, 
m m * m' 

t=o 

Der gesuchte Barwert ist also 
t=oo 

- i {F^x+b +F{?+b+•••} +fn*+t)ät, 
t=o 

oder in der Schreibweise des Abschnittes 5 
fc=oo 

Bilden wir diesen Ausdruck für sämtliche Frauen 
der verschiedenen Alter und addieren, so erhalten wir 
als gesuchten Barwert 

_ f l i _ 
2m x • 12m 

aa ? 

fix nx. 

— lTF(x)-{ 
FW±fF(x+t)dt. 

m 
t=o 

Nun ist nach der Eulerschen Summenformel 
oo 

JTF(x) =fF(x)dx + - L ^ ) - j^F'(x) 

t=oo 

F(x+t) dt + ^-F(x) — jJ—2 F\x). 
2 m ' 12 m2 v ' 

Polglich ist der gesuchte Barwert 

— F(x)-\ —F'(x). 
2 m W M 2 m 2 W 

Nun ist aber 

F(x) = D r Ri 

und 

F'(x): 
dF(x+) 

dt 

xy 

= _ t ; " ® ( 0 ) = — v ^ S V r * . xy 

\aa aa D aa oo ? 
x fix "/xy j 

so dass der Barwert geschrieben werden kann 

• 1 T\aa J\aa 1 TV3"* __<*« 

2m xy i 2 m 2 

D aa aa 7 
x fix "xy, 

Diesen Hülfswert werden wir im Abschnitt 9 
benützen. 

8. Wird der überlebenden Witwe beim Ausscheiden 
durch Ableben oder Heirat noch eine Schlussrente im 
Verhältnis der im Witwenstand während des Aus
scheidungsabschnittes verlebten Zeit gewährt, so kann 

1 aa 

man den Wert der Schlussrente auf - i - f l 2 schätzen. 
2m x{y) 

Zur genauen Bestimmung hat man die folgende 

Überlegung anzustellen: 

Von den fx
a Aktiven sterben im Alter x -f- tf, ver

heiratet mit Frauen des Alters y -f-1 , 

7aa aa 7 j * 
lx+t fix+t nx+t : y+t Cll. 

Von den hinterlassenen Witwen erreichen das Alter 
y-\-n als Witwen 

jWW 

l^-t^thx+t-.y+th^dt. 
jWW 

h+t 

Von diesen scheiden im Alter y -f- n aus 
jWW 

lx+t fix+t hx+t : y+t Jtfc? fiy+n dtdn, 
jWW 

h+t 

wo 1,1™ die Ausscheidungsintensität der Witwen des 
Alters y bedeutet. 

Die Zahl aller Ausscheidungsfalle im Alter y -\-n 
ist also 

t=n 

/

—. TT 7*ow 

IV 

jU 
C+t lC+t W < : » + « ^ 4 dtdn. 

JWW 

Auf einen Aktiven und auf das Alter x bezogen, 
ergibt sich 

J-flr 
2m *y 12m2 

1 aa 7 

fix h, xy 

Entsprechend ist die Zahl der Ausscheidungsfalle 
im Alter x -f- n -f- t 

W(n+t) dt. 

Ist n ein ganzes Vielfaches der Zeitdauer — eines 
° m 

Versicherungsabschnittes, so ist der Barwert f{x-\-n) der 
Versicherungsleistungen im (n-{-l). Versicherungsab
schnitt 

tvx+n+t qs(x+t) dt 

t=0 

In diesem Ausdrucke ist der Reihe nach n = 0, 
1 2 

—, —, . . . . zu setzen ; die erhaltenen Ausdrücke sind 
m m1 7 

zu addieren. 
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Zu diesem Behufe führen wir die Punktion ein 
oo 

F(x+t) = fv*+tV(t)dti 

t 

deren Bedeutung durch die Beziehung 
aa 

F(x) = Da
x
af\4 

erklärt wird. 

Der Definition von F{x-\-t) entsprechend, ist 

dF{x+f)^ _v*+tqs(t). 
dt 

Also ist auch 

dF(x+n+t) 
dt 

vx+n+t qs(n+t). 

Demgemäss können wir schreiben 

t=-

f(x+n) 
fc=0 

tdF(x+n+t)fit 
dt 

Durch partielle Integration erhält man 

f(x+n)=>-.—F(x+n+ i>+/ F(x+n+f)ät. 
fc=0 

Setzen wir nun rechts der Reihe nach n = 0, 

, —, . . . . und addieren, so erhalten wir als gesuch-
m m 
ten Barwert 

m [ 'm 
) + F(x+-) + 

m m 

Ê=oo 

F(x+f)dt 
*=0 

Analog der Entwicklung des Abschnittes 7 ergibt 
sich für den gesuchten Barwert 

i ^ + ïèr.^ 
Nun ist aber 

und 

da 

xy 

F'ix) 
dF(x) 

dx 
dF(x+t) 

dt 
= 0, 

fc=0 

V(0) = 0. 

Folglich ist der gesuchte Barwert 

~ Bf rf. 
2m xy 

Auf einen Aktiven und das Alter x bezogen, ergibt 
sich als Barwert 

1 -Kaa 

_ f l 2. 
2m ^ 

Bilden wir diesen Ausdruck für sämtliche Frauen 
der verschiedenen Alter und addieren, so finden wir 
für den gesuchten Barwert 

1 —all 
J_fl » » 
2m »(») 

wo der Index (y) nur ausgesetzt wird, um das Zeichen 2 
für das Überleben anbringen zu können. 

(m) 

9. Die Rente, deren Barwert wir zu a£f bestimmt 

haben, wird in Raten von — der Werteinheit, erstmals 
m 

zu Beginn des auf den Tod des Aktiven folgenden 
Zeitabschnittes, gewährt. Soll die erste Rate von 1 

m 
um den Betrag verkürzt werden, welcher der vom 
Ehepaar im Todesabschnitt des Mannes verlebten Zeit 
entspricht, so kommt ein Betrag in Wegfall, den wir 
im Abschnitt 7 auf 

1 —aa 
1 fll _ . 

1 aa 7 

fix hx 2m x 12m2 

bewertet haben. 
Soll anderseits beim Ausscheiden der Witwe (y) 

noch eine Schlussrente im Verhältnis der im Aus
scheidungsabschnitt als Witwe verlebten Zeit aus
gerichtet werden, so haben wir nach Abschnitt 8 noch 

Wir gelangen dann zu einer 
v ( m ) 

Rente, deren Barwert wir mit a£|a bezeichnen wollen. 

Es ist also 

zu addieren fl a 
2m *&> 

(m) 
oaa aa 
dx\ = Ox\ 

aa J-

2 m 

Nun ist nach Gleichung (13) 

fif+i ,*•*. +_L fi"*.. 

X x(y) ' 

Ferner ist nach Gleichung (10) 

—aa aa i 
Cfo| = Oa?| *+" 

1 
12 m2 

aa 7 

fix nx 

Folglich besteht die einfache Beziehung 
s,(m) _ 
o — —Ofl 
Qa* = Qx\ 

x\ ' 

v(wi) 

â 
2 m 

—aa 

(14) 

Die Witwenrente, deren Barwert durch (14) dar
gestellt wird, läuft vom Tode des Aktiven bis zum 
Ausscheiden der Witwe. Die Rentenraten werden 
nach8chüs8ig zu Beginn der Versicherungsabschnitte, 
die letzte beim Ausscheiden der Witwe ausgerichtet, 
je im Verhältnis der während des Versicherungsab
schnittes im Witwenstande durchlebten Zeit, 
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10. Die Witwenrente, bei welcher die Rentenzah
lung sich nicht nach den Y er Sicherungsabschnitten, 
sondern nach der Zeit des Todes des Aktiven (x) rich
tet. Die vom Tode des Aktiven an laufende nachschüs-
sige Rente mit Schlussrente. 

Der Barwert dieser Rente für die Frauen, die 
gegenüber dem Manne (x) die Altersdifferenz x—y 
aufweisen, wird gegeben durch 

Zaa . 
Àx\y' 

i r~ 
D: 

(m) 
/ T\aa a a 7 O Ji 

— / Dx+t fix+t nx+t;y+t aww dt. y+t 

Nun ist aber 

(m) 

= 1 2 m + 12 m* o-
Führen wir diesen Wert in das Integral ein, so 

zerfällt es in 2 Integrale. Der Wert des ersten ist 

-— V 
9 m 

•aa 
\x\yi 

der des zweiten nach Abschnitt 6 gleich 

Folglich ist 

o5ü? / 
daa = 1 

' n?fl. 
12 m2 *y 

— Oasi?/ 4 -
Ó 

Hieraus folgt, wenn die Frauen jedes Alters in 
Rechnung gebracht werden, 

(15) 

oder 

ô(m) 
Ciaa 

x\ 

sehr an 

8(m) 
flaa 

x\ 

= ( • -

genähert 

= ( > -

2 ml 

—) 
2 m! 

—aa 
dx\ 

—aa 
0x\ 

+ â 

12 m2 

—aa 

fli , 
x 

(16) 

Man vergleiche hierzu Beziehung (14). 

Soll die Witwenrente, die mit dem Tode des Ak
tiven zu laufen beginnt, vorschüssig sein, so erhöht 
sich der Barwert der Anwartschaft noch um 

IflT. 
m x 

M Vergi. Heft 1, Seite 67, der zitierten Mitteilungen. 

IL Die Aktiven-Invalidenwitwenrente. 

11. Die Anwartschaft auf Witwenrente, zu bezie
hen, nachdem der Aktive (x) als Invalider gestorben, erst-
mais zu Anfang des auf das Todesjahr folgenden Jahres. 

Anrecht auf Witwenrente soll hier, wie im fol
genden, nur für die Frauen bestehen, deren Ehe wäh
rend der Dauer der Aktivität des Mannes geschlossen 
worden ist. Frauen, die invalide Männer heiraten, fallen 
ausser Betracht. 

Die direkte Berechnung dieser Anwartschaft ist 
für den Fall, dass man auf die Verschiedenheit der 
Sterblichkeit der verheirateten Frauen und der Witwen 
Rücksicht zu nehmen hat, nicht einfach und kann um 
so eher unterlassen werden, als man auf anderem Wege, 
mittelst der kontinuierlichen Rente, leichter zum Ziele 
kommt, wie im folgenden gezeigt werden soll. 

12. Die Anwartschaft auf kontinuierliche Invali
denwitwenrente. 

Entsprechend der Entwicklung des Abschnittes 4 
finden wir unter der Voraussetzung des linearen Ver
laufes von hxy al

x\y in jedem Altersjahr 

TTT; — = ^ Dœ+w ix+n {ßx+n + Bx+n+\) , (17) 

Dr 
—ai 
Ox\ 

WO 
-Dx — Li nXy ax\y. 

y=0 
(18) 

Hierin bedeutet ax\y den Wert der kontinuierlichen 
Witwenrente 1, zahlbar an (y) nach dem Ableben des 
Invaliden (x). ix ist die Invaliditätswahrscheinlichkeit. 
Dabei hat es die Meinung, dass die Witwenrente mit 
dem Tod der Witwe oder ihrer Wiederverehelichung 
aufhören soll. Zur Bestimmung von ax\y ist also die 
Tafel der (verheirateten) Invaliden ll

x mit einer Aus
scheideordnung der Witwen zu verbinden1). 

Will man von einer Annahme über den Verlauf 
von al

x\y absehen, so erhält man mit der Eulcrschen 
Summenformel die Beziehung 

_ i °° — — —• 1 —— 1 — 
ëgf = - L S D £ „ vm+n Ba

x+n — i rx ßa
x' - ~ RH, ( 19) 

1 -pwaft«=0 L L*k 

wobei 

Rx 
D aa j-^ai T\aa, D0,1' 

x-l vx—l £>x—\ L>x+1 Vx+\ -E>x+\ t 

Hierin bedeutet vx die Invaliditätsintensität. 

(20) 

]) Kiethmann, Zur mathematischen Theorie der Versicherung 
j verbundener Leben, Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer 

Versicherungsmathematiker, Heft 3, Abschnitt 18. 

file:///x/yi
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13. Die Anwartschaft auf in Raten zahlbare Ak
tiven - Invalidenwitwenrente. 

Yon lx
a Aktiven werden im Alter x-\-x invalid 

und sind dann mit Frauen des Alters y -f-1 verheiratet 

lx+% rx+T "x+X :y+T d% ) . 

Von diesen Ehepaaren bestehen im Alter x-\-t : y-\-t 
noch 

7aa v . h • , cx+tly+t fir2\ 
l>x+% vx+x "x+i:y+i: —r-^——— aT )' 

Ix+rly+T 

Die Werte fy sind einer Sterbetafel für verheiratete 
Frauen, die tx einer Tafel für (verheiratete) Invalide 
zu entnehmen. 

Von den Ehepaaren lösen sich durch Tod der 
invaliden Männer im Alter x-\-t auf 

— f lv 

lx+T Vx+x hx+% :y+T f+t y+t fix+t dt dt. 
jl jV 

*>X+X by+Z 

• Von ihren hinterlassenen Witwen erreichen das 
Alter y-\-n als Witwen 

— 72 jV jww 

17+TVx+T hx+T:y+v k-Hfr-B h±^ tfx+t dt dz . 
Jl 7V jWW 

^x+X^y+X ty+t 

Integriert man von r = 0 bis %—t, so erhält man 
die sämtlichen Frauen, die im Alter y-\-t Witwen 
geworden. Ihre Zahl ist 

ß jl jV JWW 

C+T vx+v hx+T:y+T ^i±h+L h±^_ f/x+t dz dt. 

X=0 
7l 1° T 
*>X+X Cy+X ix 

y+t 

Um die Gesamtzahl tp{n) aller das Alter y-\-n 
erreichenden Witwen zu erhalten, hat man sodann die 
Integration von tf=0 bis n durchzuführen. 

Es ist also 

t=n X—t 

g (n)= I dt I t+t vx+r hx+l : y+l
 l*+* hrH %£_ ^ dv. 

fco T=O I'X+TII+T ly^t 

V 1* V—l> 

/

/ — JÌ JV jWW 

dt q „. 7, lx+t IvA-t lv 

Wir wählen im Abschnitt II, ohne die Gefahr 
einer Verwechslung befürchten zu müssen, dem Ab
schnitt I analoge Funktionszeichen, hier also das Zei
chen ^ , obgleich es sich um eine andere Funktion als 
im Abschnitt I handelt. 

0 hxy bezieht sich streng genommen hier, wie im ganzen 
2. Teil, auf den Invaliden. Es ist die Wahrscheinlichkeit, 
dass der Aktive, der im Alter x invalid geworden, mit einer 
Frau des Alters y verheiratet ist. 

2) Biethmann, a .a .O. , Abschnitt 7. 

Bezeichnen wir nun die Anwartschaft auf Invaliden
witwenrente für einen Aktiven (x) in Ansehung einer 
künftigen Witwe mit dem Altersunterschied x — y 

durch ax\yj so ist 

und 
IT a% = v9(l) + «» 9(2) + v* cp(3) + 

i? E- i^^) + i ^ ) + ̂ © + • • • • 
Entsprechend der Entwicklung des Abschnittes 5 

erhalten wir nun für unsern Fall 

dvMn) = vn 9(n) log v + v- M O 
dn dn 

Nun ist 

dn fJöw 
ty+n 

jaa 
/» jl jV jWW 

+ / C+T Vx+t hx+T : V+X l*+tl«+t ^ f i f « dT. 
Ix+X ly+T Ü+t x=o 8^ 

Für n = 0 nimmt diese Ableitung den Wert 0 an, 
folglich ist auch 

dvn (f{n) 
dn 

= 0. 

Es ist daher 
(m) 

Also 

jaa ai jaa ai s\ 
tx Qx\y — Ix Qx\y — v . 

Folglich 

und 

daher auch 

ist 

(m) 
ai ai rx 

Ùx\y •— ùx\y = U. 

allgemein 
(m) 
ai ai f\ 

Ox\ ûx\ = v 

ai —ai n 
ùx\ — Qx\ = U> 

_ W 
--ai ai n 
ûx\ Qx\ == V-

(21) 

(22) 

(23) 

14. Die Kapitalversicherung auf den Überlebens fall. 
—ai 

a) Der Wert fli der Kapitalversicherung 1, fällig, 
X 

wenn der Aktive (x), nachdem er invalid geworden, 
bei Lebzeiten der Frau stirbt 

Die Praxis bedarf dieses Wertes selten; wir be
nötigen seiner für die folgenden theoretischen Ent
wicklungen. 

Von S a Aktiven werden im Alter x -f- t invalid 

Personen. 
lx+t t'x+t dt 
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Von diesen sind verheiratet mit Frauen des Alters 

y + t 

lx+t Vx+t hx+t : y+t dt 

Der Wert der Überlebenskapitalversicherung für 
—e 

iede dieser Frauen ist A — , 
° x+t : y+t. 

Zu dessen Ermittlung ist die Sterbetafel der ver
heirateten Frauen mit der Sterbetafel der Invaliden 
zu verbinden. 

Die Berechnung dieses Wertes dürfen wir als 
bekannt voraussetzen1). 

Der Wert der Belastung ist also für die Geburts
zeit der Aktiven (x) 

/ Dx+t Vx+t hx+t : y+t A * 

t=o 
x+t : y+t dt 

Auf einen Aktiven und das Alter (x) bezogen, 
erhalten wir 

t=oo 

flf = -L Ä> 
xy BaaJ 

x+t vx+t hx+t : y+t A~~t:y+t dt 

t=0 

Setzen wir 

Bi 
xy 

nXij £i.i "xy xyi 

so können wir schreiben 
fc=oo 

A l-r^aa 
flS" = - 4 [üi+tvx+t B+. dt. 

xy j^aa I x+t : y+t 
t=0 

Die Eulersche Summenformel gibt die Beziehung 

fli = 4 S D ^ M , 1 ' 
xy jyaa e=o 

wo 
\aa 

-UB° KRT 

RI = 
xy 

x+t : y+t 2 xy 24 xy ' 

— ai 

D£ii vx-i B— — D£+i VX+1 BJ-
x—l:y-l ' ' x+l:: v+1 : y+l m 

m 
Bilden wir für alle y dieselben Beziehungen, 

addieren, setzen n an Stelle von t und führen die Be
ziehung ein 

so kommt 

Bi = S h^ Ai 
X y=Q * Xy 5 

fl?c= - L IvT+nVx+nB^ IVXBT-IRT, (24) 
* -p*aan=0 x+n 2 24 » 

wobei 

Bi 
-. D ^ x vx-, BJ- - D r M vx+l Bi 

X+l (25) 

D; 
aa 
x 

*) Riethmann, a. a. 0., Abschnitt 17. 

Für die späteren Erörterungen wird es forderlich 
___ —ai 

sein, wenn wir dem Wert von fli noch eine andere 
xy 

Form geben. 
Die Zahl der Ehepaare mit Frauen des Alters 

y _|_ t und invaliden Männern des Alters x -\- t, wel
che Männer im Alter x + x invalid geworden, ist nach 
Abschnitt 13 

lf+rVx+Thx+T:y+r
l*±iJkLdr. 

lx+x ly+x 

Von den Ehemännern sterben im Alter x -\- t 

q_x. vx+x hx+T, y+T | ± Ì _ | H ^+t dxdt 
lx+x ly+x 

Die Zahl aller Todesfälle von invaliden Ehemän
nern im Alter x + t wird gefunden durch Integration 
von x = 0 bis x = t 

Sie ist 
x=t 

®(t)dt=f%lzvx+T hx+Tiy+z- jfH g+* fjx+tdxdt 

7=0 

jl jV 

ix+x Ly+x 

Der Barwert der Versicherungsleistung an die 
überlebenden Frauen ist, auf die Geburtszeit der Ak
tiven bezogen, 

x+t 4>(t) dt. 

Folglich ist 

—ai 1 r 

xy jyaaj V 

<=0 

>«+* G>(f) dt (26) 

b) Der Wert fl 2 der Kapitalversicherung 1 auf 
x(y) 

einen Aktiven (x), zahlbar, wenn die Witwe des in
valid gewordenen Aktiven stirbt oder sich verheiratet 

Es ist 

—ai 
fl 2 

xy 

t=oo 

h l
x+t Vx+t nx+t ; y+t A>x+t : y+t A.X- \dt 

Hierin soll AJ den Wert der Überlebenskapital
versicherung 1 auf das Ehepaar (#, y), zahlbar, wenn 
die den Invaliden (x) überlebende Witwe stirbt oder 
sich verheiratet, bedeuten. 

Anderseits ist 
t=oo 

~ dt [1 = _ _ / ^ a 

xy jyaaj 
t=0 

in ist aber 

1! 
xy 

:+t Vx+t "x+t : y+t 

A 2 = Sax\y . 
xy '* 

x+t : y+t 
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Die Richtigkeit dieser Beziehung ergibt sich aus 
der Erwägung, dass man der Ehefrau (y), welche den 
Versicherungsanspruch A 2 hat, das Kapital 1 beim 
Ableben des Mannes ausrichten kann, wenn dafür der 
Zins bis zu ihrem Ausscheiden aus dem Witwenstand 
rückvergütet wird. Der Wert des Zinsanspruches ist 
<$äx\y. Daraus erhellt die Richtigkeit der aufgestellten 
Gleichung. 

Folglich ist 
t=oo 

fll fl 2 = —_ / ±Jx+t vx+t nx+t:y+t ax+t\y+t at, 
xy xy T\<M*>J 

oder 
fc=0 

— U / t 

fll -
xy 

-ai 
1 2 

xy 

fli = «rä°* x\y 

Bildet man diese Beziehung für alle y und ad
diert, so kommt 

flP-R5, = eföSf- (27) 
x x(y) 

15. Entsprechend der Entwicklung des Abschnit
tes 7 wollen wir den Wert der Versicherungsleistung 
bestimmen, welche darin besteht, dass man den von den 
Invaliden hinterlassenen Witwen eine Kapitalabfindung 
gewährt, proportional der im Zeitabschnitt, da der In
valide stirbt, mit dem Ehemann verlebten Zeit. 

Die Zahl der Ehepaare (x-\-n:y-\-n) mit Männern, 
die im Alter x -f-1 invalid geworden, ist nach Ab
schnitt 14 

lf+tvx+thx+t:y+tk^^dt 
h+t ly+t 

Von den invaliden Ehemännern sterben im Alter 
x-\- n 

Ö-t vx+t hx+t:y+t j | ± » jg±» f/x+n dt dn. 
lx+t ly+t 

Die Zahl aller Sterbefälle invalider Männer im 
Alter x -\- n ist, gemäss Abschnitt 14, 

t=n 
ji JV 
vx+n "y-<P(n) dn = fïx+tvx+t hx+t:y+tJ^ 3±H jx+n dt dn. 

J lX+t ty+t 
t=0 

Entsprechend ist die Zahl aller Todesfälle im 
Alter x -\- n -\- t 

<p(n+Q dt. 
Ist wiederum n ein ganzes Vielfaches der Dauer 

•— eines Versicherungsabschnittes, so ist der Barwert 

f(x-\-n) der Versicherungsleistungen im (n-f-1). Abschnitt 

t=± 

tvx+n+t <p(n-\-t)dt 

t=Q 

Nun geht die Entwicklung welter wie im Ab
schnitt 7. 

Insbesondere ist in unserem Fall 
1=00 

F{x+t) = / V H a>(t) dt, 

wobei nach Abschnitt 14, Gleichung (26), 

F(x) = -D?til 

Ferner ist 
xy 

dF{x+t) 
dt 

dF(x+ty 
dt 

dF(x) 
dx o, 

da 
t=o 

4>(0) = 0. 

Folglich ist der Barwert der Versicherungsleistung 

1 —ai 

2 m xy, 
t 

und für einen Aktiven, unabhängig vom Alter der Frau, 

1 — ai 
s—fll 
2 m x-

16. Berechnung des Wertes der Schlussrente an 
die den Invaliden überlebende Witwe. 

Die Gesamtzahl der den lx
a Aktiven entsprechen

den Ausscheidungsfälle von Invalidenwitwen des Alters 
y -f- n ist nach Abschnitt 13 

*P(n) dn = <j(n) ^+n dn. 

Entsprechend Abschnitt 8 wird hier 
1 

/

m 

W+n+t W(n+t) dt, 
t=o 

t=oo 

F(x+t) = /W* «P(0 dt, 

F(x) = Dr fl 2 

-ix) - f 

—.ai 
2 

xy, 

dF(x+t) 
dt 

0, 

da 
t=o 

*P(0) = 0. 

Somit ist der Barwert der Schlussrente 

2 m xy> 

oder, unter Berücksichtigung der verschiedenen y, 

- L f l 2 
2 m XM' 
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17. Entsprechend den Entwicklungen des Ab
schnittes 9 erhalten wir nun die folgenden Beziehungen: 

Jm) _ 
oai —ai 
0*1 = ùx\ • 

1 -^ai 1 -^ai 

_ L fll JL. J _ fl 2 
2 m x ] 2 m x^ 

oder wegen Gleichung (27) 
Jm) 
°ai 
dx\ -• (>-^r° -ai 

üx\-
(28) 

18. Die vom Tode des Invaliden an laufende 
nachschüssige Rente mit Schlitssrente. 

Der Barwert dieser Rente für die Frauen mit der 
Altersdifferenz x — y ist 

(m) t=oo 
°al 1 / -r^aa 

^x\y = —=z / vx+t v. 
fc=0 

'x+t hx+t:y+t Ox+t\y+t dt. 

Nun ist aber 

x W = l 1 _ 2 ^ j a * + Ï2l Â Î . 
m 2 xy 

Zufolge dessen wird 

âE=(i-24,)5ï+ â K i 

12 m 

Berücksichtigt man die Frauen jedes Alters, so 
erhält man 

v(«») 
oaì 
0x\ • 1 H— U*' + 7ö--2 A* ' 

2 w 12 w2 

oder sehr angenähert 

A — i 

2 ml 
lx • 

(29) 

(30) 

Soll die Witwenrente, die mit dem Tode des In
validen zu laufen beginnt, vorschüssig sein, so erhöht 
sich der Barwert der Witwenrente noch um 

A fli. 
m x 

III. Die Anwartschaft auf Witwenrente 
überhaupt. 

19. Durch die Verbindung der Anwartschaften 
auf Aktivenwitwenrente und Invalidenwitwenrente er
halten wir den Wert der Anwartschaften auf Witwen
rente überhaupt. 

Wir heben insbesondere die folgenden Beziehun
gen hervor. 

Aus Gleichung (9) und (22) folgt, wenn wir 

aa i ai a 

0*| + ùx\ = um
setzen, 

—a t 

c| 12 

Aus (10) und (23) ergibt sich 

—a a *• aa j 
ùx\ ùx\ = TK fix Hx-

(m) 
—a a 
0»! — 0a?| = 

aa h 
fix 'VX* 12 m2 

Aus (13) und (27) kommt 

fl" — fl"2, =rfû£|. 
x x(y) *' 

Ferner aus (14) und (28) 

° a IH â \ —a 
Ûx| = 1 — )Ùx\: 

\ 2 ml 

und aus (15) und (29) o a 
Qx\ : 1 I û * l -^ • - -

2ml ' ^ 1 2 m2 x< 
fll 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

20. In der Praxis kommen häufig Versicherungs
werte vor, die sich nach der Besoldung der Aktiven 
beim Ableben oder bei der Invalidierung richten. Die 
Besoldung des Alters x sei sx, die zu gewährende 
jährliche Rente ax sx . ax sx ändere sich stetig mit x. 
Alsdann lassen sich für die Barwerte dieser Versiche
rungen Beziehungen angeben, die ganz denen dieser Arbeit 
entsprechen. Sie werden erhalten, indem man einfach 
an Stelle von hxy den Wert ax sx hxy, an Stelle von 
hx den Wert ccxsxhx treten lässt. 

21. Schlussbemerkangen. 

Es liegt nahe, die angestellten Untersuchungen 
weiter zu führen und insbesondere auch die aufge
schobenen und abgekürzten Renten, wie sie bei Waisen
renten üblich sind, näher zu untersuchen. Wir ver
zichten hier darauf, da der Umfang dieser Arbeit 
ohnehin schon zu gross geworden ist, behalten uns aber 
vor, gelegentlich darauf zurückzukommen, sofern nicht 
inzwischen von anderer Seite das Fehlende ergänzt wird. 

Nur zwei Bemerkungen mögen noch angebracht 
werden. 

a) In der Praxis kommt es nicht selten vor, dass 
eine Pensionskasse für die Folgen der Dienstunfälle, 
mögen sie den Tod oder die Invalidität herbeiführen, 
nicht aufzukommen hat, dass also nur die übrigen Todes-
und Invaliditätsfälle zu ihren Lasten fallen. So liegen 
die Verhältnisse zum Beispiel bei der Pensionskasse 
der schweizerischen Bundesbahnen. 

Für diesen Fall bleiben unsere sämtlichen Ent
wicklungen sowohl für die Witwenrenten, welche zufolge 
eines Dienstunfalles auszurichten sind, als auch für die 
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Witwenrenten zufolge der andern Ursachen (Unfall 
ausser Dienst und Krankheit) gültig. Nur treten an 
Stelle von qx

a "und ix im einen Fall qx
aa und ix, die 

Wahrscheinlichkeiten als Aktiver zu sterben und invalid 
zu werden zufolge Krankheit oder zufolge Unfalls ausser 
Dienst, im andern Fall qx

aa und ix, die Wahrschein
lichkeiten, als Aktiver zu sterben und invalid zu werden 
zufolge eines Dienstunfalls. 

Zur Bestimmung der Sterbens- und Invaliditäts
intensitäten führt in diesem Falle die folgende Über
legung. 

Definitionsgemäss ist 
_ t=i_ 

Z aa ^aa j ja 

x Qx — I tx 

jaa ,aa n± 
cx+t fix+t at, 

also 

jaa ,aa i jaa ^,aa f jaa ,aa 
lx-1 Qx-1 ~r tx C[x = / tx—x+t fix—l+t 

t=0 

dt 

Bezeichnet man mit lT-i+$ fix-i+& ? wo 

o <: # <; 2, 

einen Mittelwert der Funktion lx%+t fix-i+t ? der die 
Eigenschaft hat, dass 

_ _ __ _ __ _ fc=2 

Z aa ,aa i jaa „taa jaa ,aa I j , 

a;_l qx-x -f- lx qx = lx—1+ti fix—l+$ / ctt, 

oder i=0 

jaa ,aa i jaa ,aa Q jaa ,aa 

tx—i qx—i ~r tx qx = 4 tx—1+$ fix—1+^, 

so dient diese Beziehung zur Ermittlung von (xxl1+^. 

Nun ist mit grosser Annäherung & = 1, somit 
,aa ^x_1 qx_x - j - tx qx 

f.lx = —— 

2 C 
(36) 

und 
1aa Xt I Jaa Xf 
^X—l ^X—l | bx vx 

2 if 
(37) 

Stellt man dieselben Beziehungen für fix
aa und ix 

auf und addiert, so kommt 
jaa jaa 
tx—1 tx+i ,,,aa -L n"aa - 4 - vf - 4 - v" — ua — 

fix n^ fix n^ > x n^ * x — fix — 

die übliche Näherungsformel für fxx. 

2 IT 

b) Die Entwicklungen der vorausgehenden Ab
schnitte nehmen nicht ausdrücklich Rücksicht auf die 
Abhängigkeit der Sterbenswahrscheinlichkeit und der 
Invaliditätswahrscheinlichkeit der Aktiven von der 
Dienstdauer, der Sterbenswahrscheinlichkeit der In
validen von der Invaliditätsdauer. Sie gelten aber auch 
für den Fall, dass diese Abhängigkeit besteht und dass 
mit Selektionstafeln, statt mit Aggregattafeln, gerechnet 
wird. Es genügt, die angestellten Betrachtungen hin
sichtlich dieser Abhängigkeit zu durchgehen und die 
formalen Änderungen anzubringen, welche diese Ab
hängigkeit ausdrücken, um den in Frage stehenden 
Nachweis zu erbringen. Wir haben für unsere Nach
weisungen absichtlich die Form gewählt, welche gestattet, 
diese Änderungen ohne weiteres anzubringen. 

Der bevorstehende Wiener - Kongress für Versi
cherungswissenschaft hat auf sein Arbeitsprogramm 
unter anderem die Forderung aufgenommen, die Ver
sicherungsmathematik unter Berücksichtigung der Ab
hängigkeit der Invalidität von der Berufsdauer, der 
Invalidensterblichkeit von der Dauer der Invalidität 
auszugestalten. 

Den in diesem Abschnitt gegebenen Hinweis möchten 
wir als Beitrag zum genannten Thema angesehen wissen. 

Zürich, im Januar 1908. 

Die Mischehen bei den Volkszählungen von 1870—1900. 
(Von je'100 Ehepaaren waren konfessionell gemischt.) 

Nombre des mariages mixtes pour 100 mariages existants, 1870 à 1900. 

Kanton — Canton 

1. Obwalden . . . 
2. Valais . 
3. Tessin . 
4. Nidwalden 
5. Fribourg 
6. Uri . . 
7. Schwyz . 
8. Innerrhoden 
9. Bern . . 

1900 

1 
1 
2 
2 
2 
3 
3 
4 
5 

1888 

1 
1 
1 
1 
2 
3 
2 
3 
4 

1880 

0 
1 
1 
1 
2 
2 
2 
2 
2 

1870 

0 
1 
0 
0 
1 
0 
0 
1 
1 

Kanion — Canton 

10. Luzern . . . . 
11. Zug 
12. Graubünden . . 
13. Vaud . . . . 
14. Aargau . . . 
15. Ausserrhoden 

Schweiz — Suisse 

16. Neuchâtel. . . 

1900 

6 
6 
7 
7 
8 
8 

9 

10 

1888 

4 
5 
5 
6 
6 
8 

7 

10 

1880 

2 
3 
4 
5 
4 
6 

5 

8 

1870 

1 
2 
2 
4 
3 
3 

3 

7 

Kanton — Canton 

17. Schaffhausen 
18. Baselland . . . 
19. Glarus . 
20. St. Gallen 
21. Thurgau 
22. Zürich . 
23. Solothurn 
24. Genève . 
25. Baselstadt 

1900 

10 
11 
11 
11 
12 
15 
16 
17 
23 

1888 

9 
10 
9 

10 
9 

11 
11 
16 
22 

1880 

7 
9 
6 
8 
7 
8 
7 

13 
21 

1870 

3 
5 
5 
5 
4 
3 
4 

10 
18 

Bd. II, 1908. 23 


