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Fiir diejenigen Bergarbeiter, die aus einer sichsi-
schen Knappschaftskasse in eine andere sichsische
Knappschaftskasse iibertreten, treffen die genannten
Berggesetznovellen die Bestimmung, dass die erstere
Kasse der letzteren die gesamten vom ausscheidenden
Mitgliede gezahlten Beitréige nebst den hierauf ent-
fallenden Werksbeitréigen ohne Zinsen und nach Abzug
etwa friiher empfangener Kassenleistungen einzuhiin-
digen hat.

Die Bedenken, die oben gegen die vorgeschrie-
benen Abfindungssummen geltend gemacht worden sind,
bestehen auch gegen diese Beitragsiiberweisungen und
zwar in verstirktem Masse. In dieser Beziehung sind
die preussischen Vorschriften den sichsischen iiber-
legen, obgleich auch sie versicherungswissenschaftlich
— wie bereits oben erwihnt — nicht einwandfrei sind
und iiberdies den Nachteil besitzen, dass die Kassen
noch weit hinaus in die Zukunft Verbindlichkeiten an
Personen haben, die sich ihrer Beobachtung entzichen
und deren Anspriiche bei einer Bilanzaufstellung fiir
die Kasse sich nur ganz wunmsicher einschiitzen lassen.
Hier wiirden Abfindungs- und Uberweisungssummen
nach den Ergebnissen unserer Formeln (11) und (12)
klare und gerechte Verhiltnisse herbeifithren.

Von den Massnahmen, die nicht durch gesetzliche
Vorschriften bedingt sind, haben wir noch die Gegen-
seitigkeitsvertrage zur Erhaltung erworbener Anwart-

schaften als Ersatz von Abfindungswerten ins Auge zu
fassen. Sie bestehen meist darin, dass die bei einer
Kasse erworbenen Dienstjahre von der anderen Kasse
bei Berechnung der Pensionshéhe usw. mitberiicksich-
tigt und bezahlt werden. Vom Standpunkte des Ver-
sicherten ist gewiss gegen solche Vertrige, sofern sie
keine Schmilerung seiner Gesamtpension herbeifiihren,
nichts einzuwenden; allein fiir die Solvenz der Kassen
bilden sie unter Umsténden eine Gefahr. Kann eine
Kasse nicht darauf rechnen, dass der Mitgliederzugang
aus anderen Kassen dem Abgange nach solchen nahe-
zu gleichkommt, so ist zu fiirchten, dass sie Verluste
erleidet. Sie darf solche Gegenseitigkeitsvertrige nicht
schliessen. An Stelle der letzteren setzt iiberhaupt die
Versicherungswissenschaft die Verschmelzung.

Zum Schlusse ist vielleicht der Hinweis nicht iber-
fliissig, dass auf Kassen, bei denen das Kapitaldeckungs-
verfahren zur Anwendung kommt, unsere Formeln (11)
und (12) nicht anwendbar sind.

Bemerkung. Ohne dem Urteil des Lesers vorgreifen zu
wollen, bitte ich, mit dem Vorschlag des geehrten Verfassers iiber
die Abfindung bei Zwangskassen auch den auf Seite 206 meines
Aufsatzes im 6. Heft der ,Mitteilungen“ enthaltenen zu wiirdigen.
Ich sehe vor, die Solidaritéitserwiigungen, welche zur Durchschnitts-
primie gefiihrt haben, bis zum Austritt, aber nicht linger, be-
stehen zu lassen und der Berechnung des Abfindungswertes aller
Eintrittsalter die Primienreserve des Eintrittsalters zugrunde zu

legen, dessen individuelle Primie der Durchschnittsprimie gleich-
kommt. G. Schaertlin.

Bestimmung von Bruttopriimien bei verdnderlicher Priimienzahlung nach Ansétzen,
die zunéichst nur fiir gleichbleibende Primienzablung aufgestellt sind.

Von Dr. phil. E. Gbring, Mathematiker bei der Schweizerischen Riickversicherungs-Gesellschaft.

Die Bruttoprimien werden Oofters, besonders im
Riickversicherungsgeschifte, aus den theoretischen
Nettopramien nach einem fiir alle Fille festgelegten
Ansatz bestimmt. Dieser hat gewthnlich die Form

) B =0+pH [(P) + + R

a‘m, m|

dabei bedeutet (P) die theoretische Nettoprimie nach
der festgesetzten Grundlage und () die Bruttoprimie
der vorgegebenen Versicherung. [In diesem Aufsatze
sollen, wenn nichts anderes angegeben ist, die inter-
nationalen Bezeichnungen der Versicherungstechnik
gelten.] m bedeutet dic Dauer der als gleichbleibend
vorausgesetzten Primienzahlung. « und g sind positive

Konstante (echte Briiche) und /4 ist in der Regel be-
stimmt durch

@) ho=y <Pz + a%)’

wo y eine positive Konstante (< 1) und P, die lebens-
lingliche Primie fiir eine lebenslingliche Versicherung
bedeutet. « ist dieselbe Konstante, die auch in (1.)
vorkommt. £ ist also nur vom Beitrittsalter, nicht aber
von der Versicherungsart oder -dauer abhiingig. [Py ist
hie und da ersetzt durch P, g—z oder dhnliche Aus-
driicke, niimlich dann, wenn Versicherungen mit hohern
Endaltern als 85 etc. nicht in Betracht kommen.] Der

Zuschlag 2 im Ansatze (1 .) hat offenbar den Sinn,

z, m|
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dass ein Zuschlag zu wihlen ist, dessen Barwert fiir
alle Primienzahlungen zusammen immer gleich a ist;
denn es ist

a

-8, - = a.
&x’,,;] ax’

Ist nun die Nettoprimie fiir die Primienzahlungs-
dauer nicht mehr gleichbleibend, sondern wihrend den
einzelnen Versicherungsjahren verschieden, so wird man
wohl den Zuschlag % unveriindert lassen [falls man es
nicht vorzieht, ihn in anderer Weise auf die Primien

zu verteilen, wie wir spiter sehen werden], hingegen

einen Zuschlag

setzt man statt des Zuschlages
'z, m|

ein, der fiir die einzelnen Versicherungsjahre zu den
entsprechenden Nettoprimien proportional ist, und
dessen Barwert wieder gleich o ist. [Fiir die erste
Bedingung kann nach Zweckmissigkeit eventuell eine
andere treten.]

Ist also die Nettoprimie nach ¢ Jahren ,(P), so
ist die zugehorige Bruttopramie ,(%) bestimmt durch

(3. (B) = A+4) (D) + 1)+ h;

dabei ist ~ wieder bestimmt durch Gleichung (2.), und
fir die f, gelten die Beziehungen

a) foifyioifieo =P (P (P
() forDut i Dyyy Hy Doyt 40 Dy

b) D,
Daraus ist
5. f‘_o(P)Dm‘h(P) Dm+1-|-...t(P).Dx+t-|-...'a

Als wichtiges Beispiel einer solchen Versicherung
mit verdnderlicher Primienzahlung sei folgendes an-
gefiihrt : Gegeben sei eine Versicherung fiir einen
x-jéhrigen auf die Dauer #. Die Préimie sei in den ersten
k Jahren so bemessen, als wenn die Dauer der Ver-
sicherung u wire; nach & Jahren werde fiir die fol-
genden (rn—k) Jahre diejenige gleichbleibende Pramic
bezahlt, die mit der vorherbezahlten Primie notig ist,
um den Anspruch auf die gemischte Versicherung zu
decken.

1. Methode :
k Jahren ist

(6.)

Die Nettopramie in den ersten

Aa3
a bl

2, 12|

P,y =

die Nettoprimie in den folgenden (#»—%) Jahren sei
k(Pz’;[); dann ist

(M) Pog-a, g+ Pom) @um—a,g =4

@, 7] ?

woraus folgt

y: — —ca. =
— X @, 4| @, k|
8) (P, o) = = :
o 8y m— 8
a, —
_ ethiTH g

Qi ni] B
was sich nach einiger Transformation ergibt.
Man kann auch annehmen, obige Versicherung
sei zundchst auf die Dauer u abgeschlossen worden

und nach % Jahren werde sie unter Reserve-Anrechnung
in eine Versicherung auf die fernere Dauer (rn—£k)

umgewandelt. Daraus folgt unmittelbar
4, ——.V. -
©) WP =
’ Bk, mh)

Uber die Identitit der Ausdriicke (8.) und (9.)
kann man sich durch Umrechnung leicht iiberzeugen.

Die beiden Bruttoprimien (P, ) und k(Bz )
sind nach (3.) gegeben durch

10)  o(Buom) = A+ H) [P+ 1] + 7
(A1) (B, m) = L+ B) [(Pr,z) + fi] + 2,

wo & durch (2.) gegeben ist, und wo nach (5.) bei
einfacher Umformung

und

(12) £, = 2 .a und
¢ Pz, al’ a’a:,7{'| + k(Pm, ;Ll) (a'.z,ﬁl - a’x, 7c-|)
('Pa: }TI) :
(18.) f.= A a ist.
F Pt T (Pam) (8 — 8 )
Unter Beriicksichtigung von (7.) ergibt sich daraus
— P
T, 1 a z, 12|
(14.) — 11 = ol g und
oA B A
1 Aew 2w
(15) fo— —Aam e,
8o, ul T By
— (1_— Pﬁ,ﬁl 'a’ib.m> ) a
A‘:c,n_l a'l‘yﬂ - az) K|

Hier sind, wie hervorzuheben ist, diec dem Gliede

entsprechenden Zuschldge proportional den ent-

z, m|
sprechenden Nettoprdmien berechnet.

11. Methode: Man wird im Gegensatz zu oben
Gefundenem in der Regel annehmen, dass die Brutto-
primie in den ersten % Jahren analog wie die Netto-
pramie die Bruttoprimie fiir eine gemischte Versicherung
auf u Jahre ist, also

(16) o(Bom) = (Bom) =+ [P+ 5
also in Abweichung von (14.)

]-{-h

m, 7l



— 492 —

a

(17.) fo =

a

z, 1l

Die Zuschlige £, und £, kénnen nun nicht mehr
zu den Nettoprimien proportional sein, hingegen muss
noch die Bedingung gelten, dass der Barwert dieser
Zuschlige gleich « ist; d. h. es ist, wenn man noch
fir f, seinen Wert aus (17.) setat,

(18.)

8, GeR T Bam 8 m) = ¢
Ty

Daraus folgt in Abweichung von (15.)

1___ :‘”ym

2l

(19.) fro = ——2
x a’x,32|——a'w,f|

Setzt man diesen Wert in Formel (11.) unter Beriick-
sichtigung von (8.) ein, so erhdlt man

(20.)
(P, m) =(145)

(A:v, 7l “+a)— (Pm’m + ___a___) Az, k|

8
- ax: I

+h.

a

2, 1|
Bringt man also (8.) in die Form

a -
A .. —4 .=
x, n| , | a, a
—_— s I
k(Pz,m) = a ’

@, 7|

2
(.‘1) - a’m, k|

so hat man, um (P, 5)) zu erhalten, hierin 4, 5 durch
4, -+ a, sowie 4, o durch 4, 7 - o zu ersetzen,
das Resultat mit (14-p) zu multiplizieren und % zu
addieren. Zum gleichen Ziele kommt man auch, wenn
man im zweiten Ausdrucke fiir (P, 7)) in (8.) 8,41 7=
mit (14 &) multipliziert, den ganzen Ausdruck hernach
mit (1-+p) und wieder % dazu addiert. Es ist also

(22)

k(ﬂ3;v:,ﬁ|) = (14p)

a o
(A5 +0) — (4, ;)25

B, 5~ A,

— (o [P O

Qg i, 7% B, il

|4 k.

1I1. Methode: Will man bedingen, dass die Brutto-
primie in den ersten % Jahren gleich der Brutto-
primie einer gemischten Versicherung auf x Jahre
ist, und sollen doch die Bedingungen (4.) resp. (5.)
gelten, so kann die Nettopridmie (P, -)) in den ersten

k Jahren nicht mehr P__ sein, sondern es gilt nur
noch die der Gleichung (7.) analoge Bedingung

(23) O(P:c, Tzl) ) a’w, k| + k(Pw,hl) (a':z:, al a‘x,k[) = Az,ﬁl‘

Dabei ist nach (10.) und (16.) _
@) ((Fom) = A+D [(Bra) + 7]+ =18,

= W+A B+ a:m] + R, | also
(25.) oPoa) =P, ,+ E“__I.

Weiter ist analog zu (12.)

O(Pm, ﬁl)

26. = .
@) 1o = B o aF i) Com— )

und zu (13.)
WP

x,n )
1) f, = A ‘a
* o E. o)) 8,1 1 (1) (8, 4] — 8, 1)

Aus den Gleichungen (23.) und (26.) ergibt sich

: Pa: n
28) f, — O(—A_’l)‘ -
x, 7|
und aus (25.) und (28.)
a a
'Pac,;;l + a, 2 1+ A‘:c ul
(29) (B q) = a = O;"‘ P, 4
' + Aw, n| 1+ Aa:,ﬁl
und “
P 4%
(30) f . a:,HI—I_ a’-’t,m ca — Am’m—}-a ) a
S Ay ta C Ante
Aus (23.) und (29.) folgt
~|{1_ Aa’vﬁl_'—a . axykl}
z,n A -~+a a, -
31‘ ) P ) — z, n| z, u|
( ) k( w,n|) a’:c,ﬁl — a’z,k[

und aus (27.) unter Beriicksichtigung von (23.) und (31.)

[ Aapte oy
A a a_ -
(32) le = m,ﬂi 2 q
a‘m,ﬁ] a’:c,kl

Diese Werte in (11.) eingesetzt, gibt

A -+«
I e e
k(sr’x,m) = PYpp— k'l, 22+ R
oder a
(Az,‘iﬂ + a) - (Ax,‘,‘;[ +0) &m, ?]
(84) 4(Bom)=(1+B) =il 4

T |

= (14+p) [a’”*"”ﬁ' I+ + h.

Qg i, 7 * Byl



— 493 —

Wie man sieht, stimmt der Ausdruck fiir ,(%, ) nach
(34.) mit dem Ausdrucke nach (22.) iiberein; d. h.
nach der zweiten und dritten Methode erhdlt man
gleiche Bruttoprimien, trotzdem die Nettoprimien von-
einander verschieden sind.

In konkreten Féllen wird man nach der zweiten

ent-

Methode rechnen, d. h. die dem Gliede
. 8y 7
sprechenden Zuschlige nicht proportional den Netto-
pramien wihlen; die dritte Methode zeigt uns, dass
man zu den gleichen Bruttoprimien kommt, auch wenn
man diese Zuschlige proportional zu den Nettopramien
rechnet, falls man letztere selber in anderer Weise auf
die Primienzahlungsdauer verteilt.
Die Grosse h wird iibrigens in der Regel fiir die
Primie nach & Jahren nicht fiir das Beitrittsalter z,
sondern fiir das Alter (x4 %) genommen; man setzt also

=7 (Papst M)

Dabei ist zu bemerken, dass, wenn u = n» gesetzt
wird, der Zuschlag A doch von 7 verschieden ist,
also auch die Bruttoprimie nach % Jahren von der
Anfangsbruttoprimie abweicht, trotzdem die Ver-
sicherungsart im iibrigen zur gewohnlichen gemischten
Versicherung auf » Jahre wird. Indem also die ge-
mischte Versicherung nach % Jahren eigentlich in sich
selber transformiert wird, da u=n bleibt, die Anderung
also eine rein formelle ist, wird die Bruttoprimie doch
erhoht. Sollte es also zweckmissig sein, fiir u+# den
Zuschlag h nach %k Jahren zu erhthen, so miisste es
auf eine Weise geschehen, dass A; nicht so sehr von
k, als vielmehr von der Ungleichheit von x und =
abhiingig ist, und fiir u — » miisste h, — & werden.

(35.) h,

Als weiteres Beispiel sei eine gemischte Versicherung
auf die Dauer » gegeben, deren Bruttoprimie o(Be 7)
nach % Jahren sich um den (1} ¢)-fachen Betrag der
Anfangsbruttoprimie (P, ) dndert. Es sei also

@, 7|
Ic(%x,ﬁ']) = (1 + 97) O(SB::,FI))

dabei ist ¢ irgend eine positive oder negative Grisse,
nur muss ¢ > —1 sein.

(36.)

1. Methode: Nach Ansatz (1.) gelien wieder die
Gleichungen
37.) { O(SB:WTI) = (A [O(Pa:ﬁl) + foJ +h und
k(sBa:,'TzI) = (14-p) [k(Px,ail) + fk] + A

Fir h gilt wieder Formel (2.)

h = 7[1%—!—&&}

x

fiir die Nettoprimien (P, ) und (P, ;) Formel (23.)

oFom)  8emtFom) - @nm—asm) = doap
hingegen kann (P, - nicht das (1 ¢)-fache von
( nl) sein,
Aus (5.) ergeben sich fiir f, und £, wieder die
Gleichungen (26.) und (27.), die sich infolge von (23.)
schreiben lassen:

P _
fo — 0( :c,nl) . a und
z, 7|
(38.)
'Pacn
;o — A ,‘?) a

Diese Werte in (37.) eingesetzt ergibt

I o(Fe,m) = (1+5) (1 + ZL) +o(Py ) +h und
(39.) ol
I k(ﬂsw,'ﬁl) (1+4) <1+A ) k(Pw,m)‘l'h:

aus Gleichung (36.) folgt demnach

@) 40 (1457) - P+

_(1+¢)J(1+/3) (1—|-A ) (Pw’m)—}-k}oder

x, n|

41 A+p) (1+ e ) {k(Pm,m) —(+9) o(Pw,m)}
=@ - h.

Aus der oben angefiihrten Formel (23.) ergibt
sich analog zu (8.)

A . — (P ,) o
_ T, n| x, n| x, k|
(42) k(P:c, 7n|) - a’x,io| _ a‘z,ﬂ ) also
(43') k(Pm ﬁ|) (1+ (P) 0" =z, 7|
A, o — o Prz) [A+e) -8,z — @&, 5]
a‘a:,n[ a’x,k]
Diesen Ausdruck in (41.) eingesetzt:
(44)) ( )
(1+5) (4, 5 +a)-[1—220 {(1+q9) Byl — P 8 iy}
=¢-h- {a'w,'ﬁl —a, 5} oder

@) 0+ (o) o Pan)
_— (1+'3) (Am,'ﬁl + a) — ¢ h - (a'w,?ﬂ - a‘x,k—l)
o (1+9) a, o )

| TP By

63
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Aus (42.) und (45.) folgt
(145 (Hﬁ) i Pam)

A4+ (U+9) (4, gt a)+o-h-a,y
A+9) -, m—9 8, '

Die Werte (45.) und (46.) in (39.) eingesetzt,
ergibt

(46.)

(1+) (AM| +a)-g@-h -(ax’m—ax,,a)

— +h
o) =" 9) 80— 8r
(47)1 und
(P ')—(1+ﬂ) (Ut+9) (A mte)te-hoag |
i\ Ve, | (I+¢) - Bpm ™ P " By
oder, diese Ausdriicke transformiert,
4D Aom T o) tasy - »
_ x, 7 , 7 d
o(Pe, ) A+e) - 8,5 —9¢ - a5 -
48 g, =D D) (Auta)tlig) o500
K\ Tz, n| (1+(P) . a'x,'lll — - a’a:,k—l
=(1+99) * O(sBa:,ﬂ)

wie es auch nach (86.) der Fall sein muss.

II. Methode: Nehmen wir in diesem Beispiele an,
dass sich nicht nur die Bruttoprimie nach % Jahren
gegeniiber der Anfangsbruttoprimie, sondern auch die
Nettoprdmie nach % Jahren gegeniiber der Anfangs-
nettoprimie um den vorgegebenen Betrag (1--¢) ver-
vielfacht, so kénnen wir in den beiden Gleichungen
(37.) das % nicht mehr unveréindert lassen, sondern man
hat zu setzen

49) { oB,, ) = 1+ B) [(P, 7) o] +

o(Boy) =) [P 5) +/] P
Dabei ist wieder, wie (36.) angibt

k(sBm, )= (1+9) o(’r’m, s

aber es ist auch
(50.) P ) =
und deshalb nach (4.a)
(61) fi=049) - 1,3

dann muss aber auch, damit die Gleichungen (49)
moglich sind,

(52.)

und

A+9) (Pam),

he=(1+9) - I
sein.

Wir haben nun angenommen, dass der Barwert
der Zuschlige f, und f, zusammen gleich a ist, d.i.

G3)  fo gt (Bem — 8ym) = o5

entsprechend nehmen wir auch an, dass der Barwert

| der Zuschlage h; und %, zusammen der gleiche bleibt,

als ob der Zuschlag y (P,,+ a%) fir die ganze Ver-

sicherungsdauer der gleiche geblieben wire, d. h.
(54') ho : a'a:,ﬁ| + hlc (a‘a:,ﬁl - a‘m,ﬂ) =h-

=7 (Pt 5) Bur

8,7

Es gilt selbstverstindlich wieder Formel (23.)

o Poi) * 8oy + el Pom) @om — 8um) = 4,715

in Verbindung mit (50.) folgen fiir die Nettoprimien
die fiir unsere Versicherungsart bekannten Gleichungen

A
(65)  (P,.) = @l und
Vel T (At g) 8, — ¢ 8,4
" (+) 4,,
k m,n]) (1+¢) - Qo) — P a’:c,kl,
aus (51.) und (53.) folgt
a
(56.) fo= axq- e — 7 ax und
fo— (1+qJ) a
At+9)-a,; — ¢ 2,5
aus (52.) und (54.) folgt
- h
(57.) h, = Byl * nd
*T U 9) 8, — w-af, :
. (1+9) - a,
k (1+ q)) a‘m 1,,| ¢ a‘x,ﬂ.
Setzt man alle diese Werte in (49.) ein, so erhilt
man :
1 A a, -
(SB ) _ ( +ﬁ) ( ¢’71|+a)+ 2, 7 h und
o) = TUF9) a0 — 92,0
(58.)
K z,ﬂ) - 149 aa:,le ¢ a'a:,kl

Diese beiden Gleichungen sind mit den Gleichungen
(48.) iibereinstimmend, man erhilt also trotz der Ver-
schiedenheit der Nettopriimien nach den beiden Methoden
fiir die Bruttoprimien dieselben Resultate.

Die Identitit der Gleichungen (58.) und (48.),
ebenso wie diejenige der Gleichungen (34.) und (22.)
gibt zu folgender Uberlegung Anlass: Gegeben sei
irgend eine Versicherung, deren Prdmienzahlung m
Jahre wihrt, und zwar sei in den ersten k Jahren die
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Nettoprimie (P) und die Bruttoprémie () und nach
k Jahren die Nettoprimie ,(P) und die Bruttoprimie
(B). Die Einmal-Einlage fiir die Versicherung (Netto-
Einlage) sei (4), dann ist

(59') o(-P) : a'z,ﬂ"{‘k(P) : (a‘;c,ﬂ - a‘z,7€[) = (A)

Die Bruttoprimien sollen nach den Ansétzen be-
rechnet werden

o(B) = (1+p) - (P)+9,
«{B) = (1+8) - (P)+ 95

wo g, und g, zuniichst irgendwie von der Versicherungs-
art abhéngen konnen.

Fiir dieselbe Versicherung sei nun eine andere
Wahl der Nettoprimien und der Zuschlige gegeben,
die Bruttoprimie in den ersten % Jahren bleibe hin-
gegen dieselbe, nach k Jahren sei sie ,(B)’, die Netto-
primien seien (P)" und ,(P)’, der Zuschlag § bleibe
derselbe und der zweite Zuschlag sei g; und g,; dann
ist also

und

(60.) {

61) B = (1+5) (PY+9, und
KB = (145 (PY+9;;

dabei ist wieder

(62.) (P) - a,x,k—,—l-k(P)' (B m — 8g) = (4)

Die Zuschlige g; und g, sollen nun so gewihlt
werden, dass sie zusammen den gleichen Barwert be-
sitzen wie die vorhergehenden Zuschlige g, und g,.
Es ist also

(63.) 9o 8t (Bem — 8om)
= 9o By T Ik (Bam — 8o i)
Daraus folgt
(64) (96— 90) 8o ig. = (G—91) (8 5y — 8z 1)
Aus (62.) und (59.) folgt
(65.) [((P)—o(P)] 8, 1y = [(PY —(P)] (8, 5 — 8, 7);
aus (64.) und (65.)

o(P) - o(P)I .
(66.) T =

Durch Subtraktion der ersten Gleichungen von
(60.) und (61.) voneinander erhilt man

67.) (148 [(P) —(PY]— (9,—9,) = O.
Infolge (66.) ist deshalb auch
(68) (14 [P —(P)]— (9— ;) = O

k(P),_“k(P)
gk——g)'c )

Durch Subtraktion der zweiten Gleichungen von
(60.) und (61.) voneinander erhdlt man

(69) (B —(PB) = (1+B) [(P) — o (P)] — (40— ik
also infolge (68.)

(70.) B = B); d.h

Wird in Gleichung (60.) eine andere Verteilung
der Nettoprdmien angenommen, sowie eine andere Ver-
teilung der Zuschldge g, und g,, bleibt hingegen im
iibrigen die Versicherung dieselbe, ebenso der Barwert
der mneuen Zuschlige g; und g;, so bleibt, wenn
ungeachtet der Anderung der Nettoprimie und des
Zuschlages die erste Bruttoprimie sich nicht #ndert,
auch die zweite Bruttoprimie dieselbe.

‘Wenn die Pramie sich wihrend der Versicherungs-
dauer mehrmals #ndert, so wird unter analogen Be-
dingungen bei Variationen der einzelnen Nettoprdmien
() und Zuschlége g,, wenn bei letztern der Barwert
derselbe bleibt, die letzte Bruttoprémie nicht variieren,
falls die vorhergehenden dieselben bleiben.

Im Ansatze (3.) wird es deshalb fiir verdnderliche
Primien ohne Belang sein, den festen Zuschlag h
durch einen verdnderlichen h, zu ersetzen, also zu
setzen

(T1.) B) = A+ P, +1)+hyy

nur muss neben der Bedingung (45.)

fODa:+f1'Da:+1+"'+ftDa:+t+"‘ _
D, _

a

noch die Bedingung

ko.Dz+k1 _Dx+1+... +hg.Da;+t+...
D,

=ha,g = 7(P”+ai> et

x

(12)

bestehen. Durch entsprechende andere Verteilung der
Nettoprimien konnen stets dieselben Bruttoprimien
erzielt werden wie in Bedingung (3.).

Kommen noch die Bedingungen

(78.) hy:f,: P, ="h,:f,: P,

hinzu, wo ¢ und ¢ alle einzelnen Versicherungsjahre
bedeuten, so sind die Bruttoprimien zu den Netto-
primien proportional.
Nach der Bedingung (72.) wiire in (35.) nicht,
wie es gewohnlich geschieht,
Ty = 7 [Payi +

a

'c+I

zu setzen, sondern einfach



(74.) h, = h = y[Pm +

&

ax]’

wie es in den entsprechenden Formeln auch gehand-
habt wurde.

‘Wir sehen also zum Schlusse, dass der Ansatz (1.)
bei verdnderlichen Prdmien zu ersetzen ist durch

L (B) = (1+B)[(P) + 7]+

wo h, und f, den Gleichungen

fODw+lex+1+"'+ft'Dm+t+

II. - —a und
g1 MeDat M Deyit oo b Doyt ..
. s

=Rt = 7[Pm+ai].a":n_nl

und im iibrigen den den speziellen Erfordernissen ent-
sprechenden Bedingungen geniigen [etwa konstant sind
oder den Netto- oder den Bruttoprédmien proportional].

Die letzte der ermittelten Bruttoprimien héngt
nur noch von den vorhergehenden Bruttoprimien ab,
hingegen daneben nicht mehr von der Verteilung der
Nettoprimien und der Zuschlige in den einzelnen
Versicherungsjahren.

Zwischen den Bruttoprimien besteht nimlich, wenn
(4) die Einmal-Nettoprimie der Versicherung bedeutet,
die Beziehung

P D+ .BD, 4.+ B Dy -
D,
= A4+HID+a+7-a, .
Zum Beweise hat man die Ansitze I, II und III
zu beriicksichtigen und ferner noch die fiir die Netto-
primien geltende Beziehung
V.
JP)D, + (P)D

x+1

IV.

+2('P)Dz+2+"'+t(‘P)Dz+t+"'_ .
> = (4);

man hat nimlich einfach alle Gleichungen I fiir simt-
liche ¢, nach Multiplikation mit den entsprechenden
D, miteinander zu addieren und die Beziehungen II,
IIT und V einzusetzen.

Sind die Konstanten a und % und die Einmal-
Nettopramie (A4) der Versicherung gegeben, und setzt
man zwischen den Bruttoprimien so viel Beziehungen
voraus, dass sie unier Zuzug einer einzigen weitern
Gleichung eindeutig bestimmt sind, so sind sie durch
Beniitzung von Gleichung IV vollstindig bestimmt,
gleichgiiltig, wie im weiteren die Nettoprimien und
Zuschlige in den einzelnen Versicherungsjahren ver-
teilt sind.
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Diese Ausfiihrungen seien nun an bestimmten
Zahlenbeispielen zu erldutern.

Man nehme an, zur Béstimmung der Brutto-
primien diene der Ansatz

0,02
1) =10[@)+y |+
'z, n|
wo /. gegeben ist durch
2.) h = 0,05 [Pz—{- 0’02].
a‘:c

[Die Formeln werden von hier an mit den gleichen
Ordnungsnummern versehen wie die entsprechenden
Formeln der allgemeinen Ausfiihrungen.]

Es ist also a = 0,02, § = 0,08 und y = 0,05
gesetzt, ‘

Als technische Grundlagen diene die Tafel der
17 englischen Gesellschaften und der Zinsfuss 3'/z %/o.

Es handle sich etwa um die Bestimmung der
Bruttoprimie fiir eine gemischte Versicherung eines
Vierzigjahrigen auf 25 Jahre.

Zunichst werde die fiir die ganze Dauer der Ver-
sicherung gleichbleibende Jahresprimie bestimmt. Hier
ist x = 40, m = 25, (P) = P, 5 = 33,906 %o,

0,02

40, 25|

P = P, = 24,815 %o, ferner = 1,354 °/00,

0,02

40

S 1,173 0/oo und 2 = 1,299 0/00.

Die Jahresbruttoprimie betrigt also nach obigem
Ansatze

0,02
$40,m _ 1,03 [.P4O,g[ + ?

-——] 4 h = 37,617 %o
a’4o.ﬁ

Wird fiir diese Versicherung keine gleichbleibende,
sondern eine verdnderliche Primie bezahlt, so gilt der
Ansatz

3) (B =103 [(P)+ ]+ ¢t=0,1,2... 24

fir die Bruttoprimie nach ¢ Jahren. Dabei ist wieder
h = 1,299°0, und fiir die f, gelten die Bedingungen
(4. @. und b.), in denen z = 40 und a = 0,02 zu
setzen ist. [Fir die Bedingung (4. a.) kann auch hier
nach Zweckmissigkeit eine andere treten.]

Aus diesen Bedingungen folgt

t(P) : D40
(5.) ft=0(P)TD4O+1(P).D41+ P D,

0,02.

Die Primie fiir die angegebene gemischte Ver-
sicherung fiir einen Vierzigjéhrigen auf die Dauer von
25 Jahren sei nun so verdinderlich, dass in den ersten
5 Jahren die gleichbleibende lebenslingliche Primie
Afiir eine- lebenslingliche Versicherung bezahlt werde;
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in den folgenden 20 Jahren werde diejenige gleich-
bleibende Jahresprimie bezahlt, die mit der vorher-
bezahlten Prémie notig ist, um den Anspruch auf die
Versicherung zu decken.

Die Netto-, resp. Bruttoprimie in den ersten
5 Jahren sei mit \(P,, &), resp. mit (%, 5-), diejenige
ab 6. Jahr mit 5(P4o.275|)? resp. mit 5(5,[340'2—5' bezeichnet.

In dem in den allgemeinen Ausfiihrungen zuerst
angefiihrten Falle ist also x = 40, n =25, u =100 — z
und k=5 gesetzt.

Nach der dort angegebenen I. Methode ist

(6.) 0(P40,:§]) = .P‘10 = 24,815%00 und
a‘ 5
) (Prom) = ﬁ — 4= 37,990
15, 20| 40
0,035
= o355 = 0,033816 oder
A 5. 301 VV
©) J(Prm) = %_—J = 87,990 %00
15, 20]
ferner ist
(14.) f = P 0,02 = 0,991° d
: o= g — 002 =0991%  un
40, 25|
P, -a,-: 0,02
(15.) f5 p— (1 -_ Aﬁ :0'5|) . a _,_a
40, 25| 40, 25| 40, 5]
= 1,518 %/oo.

Da % = 1,299 %o ist, so sind gemiiss Ansatz (3.),
wo noch (P) = (P) =...= [(P) ete. ist, dic
Bruttoprimien bestimmt durch

oPuo ) = 1,03 (Py+ 1)+ h = 27,879%0 und
5(5‘]340,2_50 = 1,03 (5(P40,%|) + f5)+ h = 41,992 %/oo.
Nach der II. Methode ist wieder
o( Lo, 7)) = Pio=24,815%00 und (P

40, 25|

) = 87,990°/os,

dagegen ist (die Bedingung (4. a.) und damit (5.) gilt
nicht mehr),

17) fo = 0,02 = 1,173 %00 und
40
1 — a’;o,'a|
19) /= 00,02 = 1,436,
a’do,?ﬂ — 84,5

hingegen ist wieder 2 = 1,299 %/s0.

Diese Werte in Ansatz (3.) cingesetzt, gibt
(16.) 0(§B40,2_5l) = P,, = 28,066 /oo und
(22.) (B, zm) = 41,908 %00,

welche Werte von den vorhin berechnecten der I. Me-
thode ein wenig abweichen.

Die III. Methode ergibt

|4 (1102
4
29) o(Prom) = — o5 Lio = 24989 %o,
14+
40, 25]
4,,+0,02

a‘4o,3|
A40.§5_|{1 T A, 1002 a, }

(BL) (P w) =
5( 40, 2 l) a’40,2_5l —_ 3,40,3]
= 0,049141 [1 — 0,85128 - 0,26842] = 37,912 %00,

sowie
4, 40,02 0,02
(80) f = 2 . = 0,998 %/oo
0 A40'2—5' +0,02 a,, ’ !
62y f=|1— A40—|—0,02 8y 5) 0,02
° A40, 25| +0,02  a,- 840, 351 Qo 3|
= 1,514 o/oo ,

also ist nach Ansatz (3.), da wieder 7 = 1,299 °/oo ist,
(24.) o(B0,35) = 28,066 %00
(34.) 5(Puo, 55) = 41,908 %o0.

Die Bruttoprimien sind also hier dieselben wie
bei der II. Methode, hingegen ergeben sich fir die
Nettoprimicn und Zuschlige f, und f, andere Werte.

Fiir die praktische Anwendung ist die IL. Methode
massgebend, bei der in den ersten 5 Jahren Netto-
und Bruttoprdmien so gerechmet sind, als ob es sich
um die lebenslénglich zahlbaren Primien der lebens-
linglichen Versicherung handelte.

Hin und wieder wird fiir die Pramie ab 6. Jahr
nicht der Zuschlag

und

0,02
a‘m

h = 0,05 (P(m-|— ) — 1,299 %0
angewendet, sondern der Zuschlag, der dem um 5 Jahre
hohern Alter entspricht, ndmlich

0,02

a'45

35) R, = 0,05 <P45—|— ) — 1,566 /oo,

Dadurch ist die Bruttoprimie ab 6. Jahr nicht mehr
5(‘1%40'2—51) == 41,908 °/00, sondern 5(‘340‘2—5') = 42,175 /o0,
also ein hoherer Betrag. Wie in den allgemeinen Aus-
fiihrungen erwihnt wurde, ist es aber nicht zweck-
missig, die Grosse h, von h auf diesc Weise ab-
weichen zu lassen. Setzt man ndmlich x = 40, k =5,
# = 25 und » = 25, so hat man offenbar die ge-
wohnliche gemischte Versicherung auf 25 Jahre mit
der gleichbleibenden Nettoprimie P, 55= 33,906 °/oo.
‘Wihlt man nun nach obiger Art h, = 1,566 °/o0, so er-
hélt man als Bruttoprdmie nach 5 Jahren 5 = 37,884 /00,
trotzdem man nach gewohnlicher Berechnungsart die
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Bruttoprémie (%, )= 37,617 %00 fiir die ganze Ver-
sicherungsdauer erhilt, zu welchem Resultate man auch
nach unserer Methode fiir x — 40, k = 5, u = 25
und # = 25 gelangt, wenn man A, = h = 1,299 %00
setzt, den Zuschlag h also unveridndert ldsst.

Nun betrachte man wieder eine gemischte Ver-
sicherung eines Vierzigjihrigen auf 25 Jahre, deren
Primienzuschlag sich nach 5 Jahren &ndert; die
Primie ab 6. Jahr sei nun um 20°/o niedriger als die
Anfangsprimie.

In dem weitern Beispiele der allgemeinen Aus-

fihrungen sei also x = 40, » = 25, k = 5 und |

¢ = — 0,2 gesetz.

Zur Berechnung sind dort zwei Methoden ange-
geben. Nach beiden derselben erhdlt man fir die
Bruttoprédmien (es ist wieder 2 = 1,299 °/o0):

1,03 (4, 5 +0,02)+a,, 5
0,8 a40’§g|—|—0,2 8,5
__0,55546
= 12,7286
@ )__1,03-0,8-(A40 s 10,02)+0,8-8, 5%
pLTH0. 20 0,8 Ay, 25|_|'0 2 05

= 08 - (B z5) = 34911 Yoo,

o(SBm, %l) =

(48.)
und

(58)

= 43,639 %00

Nach der ersten Methode sind die Nettoprdmien
und Zuschlige (ausgenommen %) explicite nicht ange-
geben, da diese Nettoprdmien praktisch nicht verwertet
werden, sondern nur diejenigen nach der zweiten

Methode. Nach dieser ist
A4 —
(55 (P 40. 20| — 39,333 %o
oFuo, 25) 0,8 8’40.2_5l+0’2 8105, ) /
und
(50.) 5(P4o,2_5|) = 0,8 - 0(Pm’m) = 31,466 /oo,
0,02
(56.) f,= = 1,571%0 und
o 08&026|+02 40,5 ’
f, = 08 f, = 1,257 %00, sowie
&40, 55 0

(57) ho = 1,507 /oo lllld

08 a’4o—|+02 40, 5|
hy = 0,8 h, = 1,206 °/oo.

Setzt man diese Werte in Ansatz (3.) ein, in dem
h durch hg, resp. h, zu ersetzen ist, erhilt man die
durch (48.) und (58.) angegebenen Bruttopridmien.
(Abweichungen um eine Einheit in der letzten Stelle
sind infolge der Abrundungen unvermeidlich.)

In den hier angefiihrten Beispielen und betrach-
teten Methoden (ausgenommen, wenn gemiss (35.) %,
nach dem Alter 45 statt 40 gerechnet wird, was, wie
zu ersehen war, beim Ubergange der verinderlichen

Primienzahlung zur gleichformigen zu Widerspriichen
fiihrt), gelten die am Schlusse der allgemeinen Aus-
fiihrungen angefiihrten Gleichungen I bis V, in denen
stets $=0,03, a =10,02, y =10,05; x =40, m = 25,
4) = 4,035 zu setzen ist; ferner fallen fiir die
Grossen (P), P, f und % die durch die Indices 4, 3,
2, 1, 0 bezeichneten Werte miteinander zusammen,
ebenso die durch die Indices 24, 23, ... 7, 6, 5 be-
zeichneten Werte.

Die Gleichungen I bis IV lauten demgemiiss fiir
die betrachteten Beispiele

L (%) = 1,08 [(P)+1;] +,
() = 1,08 [(P)+1;]+ I,

Iy 8y, 5|+f5 [8'40 P 40,'5‘|] = 0,02

L h : a‘405|+h5 [a'4o.2_5| —
0, 02}

und

40,5

=0,001299 a =0,01918

40, 25 40, 25|

—0,05 [P +

Iv. o(SB) ) a’4o.5|+5(s‘B) [a'4o,'2‘5'| - a‘40,3|]
= 1,08 [A40,2_5| +0,02] + 4 - 840,75) — 555,46 %/o0

zur Bestimmung der Zuschlige und der Bruttoprimien
und fiir die Nettoprdmien gilt die Gleichung -

V. o(P) : a‘40,§| + 5(P) : (8'40’2‘5_] -
= 500,66 °/oo.

8'40,_6]) = Aw, 5]

In diesen Gleichungen ist noch

5 — 4,57812 und g

40, 25]

— 8,05 = 10,18819.

Ist fiir die Bruttoprimien () und ,(B) noch eine
weitere Bedingung gegeben, so sind sie durch die
Gleichung IV bestimmt, mogen auch fiir die Netto-
primien und Zuschlige noch mehrere Losungen in
Betracht kommen, wie wir aus dem erstangefiihrten
Beispiele mit verdnderlicher Primie nach der zweiten
und dritten Methode und aus dem zweitangefiihrten
nach der ersten und zweiten Methode gesehen haben.

Im ersten Beispiele lautet die zu IV hinzutretende
Bedingung () = P,, = 28,066 °/00, im zweiten Bei-
spiele (P) = 0,8-,(°B). Aus je einer dieser Bedingungen
und der Gleichung IV erhilt man die in (16.) und
(22.), resp. (24.) und (34.) und die in (48.) und (58.)
angegebenen Werte. Im ersten Falle erhilt man
nédmlich aus TV und (P) = 28,066 /a0,

0,556546 — 0,028066 - g,

(B = T — 41,908 /oo,

Ay, 25| 8y, 5]
wie in (22.) und (34.) angegeben ist; im zweiten Falle
erhilt man aus Gleichung IV und aus () = 0,8 (%)



0,55546
088‘0 25|"|"02 40, 5|
{(F) = 0,8 - (B) = 34,911 %/oo,
wie in (48.) resp. (58.) angegeben ist.

Zum Schlusse sei noch ein Beispiel angefiihrt, in
welchem sich nun die Primie jihrlich #ndert: Gegeben
ist wieder eine gemischte Versicherung eines Vierzig-
jahrigen auf 25 Jahre; es ist diejenige Anfangsbrutto-
primie zu berechnen, die erforderlich ist, wenn die
Bruttoprimie jedes Jahr um 8 /o ihres anfinglichen
Betrages abnimmt.

Die Gleichung IV der allgemeinen Ausfithrungen,
die zur Grundlage fiir unsere Bruttoprimienberechnungen
geworden ist, lautet hier

= 43,639 °/o0 und

(P =

v 0(513)'0404'1(%)'1)414"' . +t($) D40+t+ <ty (SB) 'D64
' Dy,
= 1703 [A40,2_5'| + 0102] + h- a‘4o,2_5| = 555146 0/00'

Die Grosse 2 und die ganze rechte Seite der Gleichung
ist dieselbe wie in den vorhergehenden Beispielen.
In unserer Aufgabe bestehen zwischen den 25
Jahresbruttopramien ausser dieser Gleichung IV nach
Voraussetzung noch die 24 Beziehungen

P =[1—12-003]- (F), [t=1,23...,24]
Unter Beriicksichtigung dieser Gleichungen erglbt sich
aus IV

o) [1,08 (Nso— Nes) — 0,08 (Sy0— Sss — 25 Nis)]

Dy
= 0,55546;
daraus ist die Anfangsbruttoprimie
) —= 0,55546 - Dy,
o T 106M0—O28N65——003(S4O—Sb5)
055546 o
= 10,6206 — 023 Yoo

Die Bruttoprimie nach ¢ Jahren betréigt demnach
{PB) = (1—1-0,03)-523%, (t=0,1,2,...24]
und die jahrliche Pramienverminderung betrigt 1,569 %/oo.
Zu diesen Bruttoprdmien gelangt man bei mannig-
faltigen Verteilungen der Nettoprimien und der Zu-
schldge auf die einander folgenden Versicherungsjahre.
Nehmen sie jedes Jahr ebenfalls um 3 °/o ab, so betrigt
die Anfangsbruttopramie
(.P) — AlO 25| -D40
0 1,03 Ny — 0,28 Ng; — 0,03 (Syp — Sis)
__0,50066
~ 10,6206
die folgenden Nettoprdmien sind damit bestimmt durch
(P)=(1—1%-0,08)-47,14 °/oo; im Ansatze

= 47,14 %o,
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ist dann

L (P = L,03[(P)+7]+h,
f,=(@1—1%-0,03)-f, und kb, = (1—¢-0,03)
und die Gleichungen I und IIT der allgemeinen Aus-

fiihrungen ergeben
0. f, - 10,6206

II.. &, - 10,6206

woraus folgt
fo = 1,888°%0 und &, = 1,806 %00
Damit sind auch die Werte f, und A, bestimmt, und
setzt man alle diese Grissen in den Ansatz I ein,
erhiilt man die angegebenen Werte der Bruttoprdmien
{P) = (1—1¢-0,03) - 52,3 %oo.

Man kann nun aber auch annehmen, dass die
Zuschlige f, und &, jihrlich dieselben bleiben und die
Bruttoprimien doch jihrlich um 3 °/o abnehmen. Bei
Beniitzung der Gleichung IV miissen dann die Brutto-
primien die ausgerechneten Werte erhalten, die Netto-
primien miissen jedoch andere werden.

Es sei also f, = f und k, = h, der Ansatz I
wird also zu

L (F) = L03[(P) + 7]+
und IIT ergeben
= 0,02

0,05 [ o+

und daraus ist /= 1,354 %00, wic wenn die Prémien-
zahlung gleichbleibend wire, und wieder 7 =1,299 /oo.

Die Bruttoprimie ist direkt aus dem Ansatze IV
bestimmt worden, und die Nettoprdmie ergibt sich aus
derselben und aus dem Ansatze I zu

und
= 0,01918,

0,02
h-a

40, 25]

die Gleichungen II
IL 7 a5
Ior. 7 -

und

Ay 35 — By 35

002].

S
— 1. . — 2
(L—t- 0,03 - 0,0523 — 0,001299 _ 00,
1,08
oder (P) = 48,162 /o0 — t - 1,523 %/oo.

Die Anfangsnettoprimie ist also (P) = 48,162 /o0
und die jihrliche Abnahme zirka 3,16 °/o derselben.
Ansatz I ergibt selbstverstdndlich wicder die Brutto-
prémie

(B) = (1—1t - 0,08) - 52,3 /oo.

Aus diesen Ausfihrungen ersicht man, wie man
bei verinderlicher Prémienzahlung durch Beniitzung
der Gleichung IV die Bruttoprimien eindeutig be-
stimmen kann, falls zwischen diesen Bruttoprimien
geniigend weitere Beziehungen bestehen; dabei konnen
die Nettoprimien und die Zuschlige noch auf mannig-
fache Weise auf die Prémienzahlungsdauer verteilt
werden.




