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Mathematische Theorie der Invalidititsversicherung.

Von Dr L. Gustav Du Pasquier, Professor an der Universitit zu Neuchatel.
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I. Kapitel.

Aufstellung der allgemeinen Differential-
gleichungen.

§ 1. Die seit einigen Jahrzehnten in Angriff ge-
nommene Theorie der Invaliditdtsversicherung soll in
vorliegender Arbeit auf eine neue Art begriindet werden,
speziell in bezug auf die Frage, wie die ,Reaktivie-
rung®, mit der sich schon einige Autoren beschiftigt
haben, ohne eine streng begriindete Losung zu geben,
zu beriicksichtigen sei.

Man betrachte einen geschlossenen (das heisst von
Ein- und Auswanderungen freien) Bestand von ver-
sicherten aktiven Personen gleichen Geschlechtes, die
alle zur selben Zeit, in derselben Gegend und unter
gleichen Lebensbedingungen, denselben bestimmten
Beruf ausiiben; wir bezeichnen diesen Bestand mit B,.
Er wird sich im Laufe der Zeit aus zwei Ursachen
dndern; erstens, weil seine Mitglieder nach und nach
absterben; zweitens, weil ein Teil der Mitglieder ,in-
valid“ wird und infolgedessen den Beruf nicht mehr
ausiibt.
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Fiir die nachfolgenden Betrachtungen ist es nicht
wesentlich, ob der einzelne Versicherte mehr oder we-
niger unter den Begriff Beamter, oder Angestellter,
oder Arbeiter fillt. Ebenso ist die Frage nach der
Ursache der ,Invaliditiat* offen gelassen, d. h. die Frage,
ob eine Ausscheidung infolge vorgeriickten Alters statt-
findet, also Altersinvaliditit (die sogar gesetzlich ge-
regelt sein kann, wie vielfach im Militdrwesen, in
offentlichen Verwaltungen, u. s. f.) oder Berufsinvali-
ditit, oder ob Krankheits- oder ob Unfallsinvaliditit
vorliegt.

Die wegen ,Invaliditit® aus dem Bestande B,
der Aktiven ausgetretenen Versicherten bilden mit der
Zeit einen zweiten Bestand, den wir mit B, bezeichnen.
Dieser letztere, aus lauter ,Invaliden“ bestehend, wird
sich, von Null anfangend, zunéichst vermehren, dann
mit mehr oder weniger grossen Schwankungen, die
von der Sterblichkeit und von der Invalidisierungs-
héufigkeit abhédngen, sich immer mehr verringern und
schliesslich aussterben.

Der ganze Vorgang lésst sich durch ein sehr an-
schauliches physikalisches Bild verdeutlichen. Man
denke sich ein mit einer Fliissigkeit gefiilltes Bassin
B_; in der Fliissigkeit schwebend mogen sich, dicht
gedréingt, kleine Kornchen in sehr grosser Anzahl be-
finden. Diese, in ihrem fliissigen Milieu schwebenden
Korperchen sollen eine Veranschaulichung des Bestandes
der Aktiven sein. Wir setzen voraus, ihre Anzahl sei
in dem Augenblick, in welchem die Beobachtung des
Vorgangs beginnt, eine bekannte und bezeichnen diese
Zahl mit 13° oder kiirzer mit 2,.

Die Tatsache, dass wir einen geschlossenen Be-
stand voraussetzen, kommt dadurch zum Ausdruck,
dass dieses Bassin keinen Zufluss erhilt. Dagegen soll
sich sein Inhalt aus zwei Ursachen verringern:

1. Durch eine erste, mit einer geeigneten mecha-
nischen Vorrichtung versehene Offnung gelangt ein
Teil des Inhaltes ins Freie. Dadurch soll der Abgang
der versicherten Mitglieder durch Tod veranschaulicht
werden.

2. Durch eine zweite, mit Abflussrohr versehene
Offnung, in welchem auch eine geeignete, mecha-
nische Pumpvorrichtung funktioniert, gelangt ein wei-
terer Teil des Inhaltes von B in einen danebenstehenden
zweiten Behdlter B, Dadurch soll die Verminderung
der Anzahl der Aktiven durch Invalidisierung zum
Ausdruck kommen. Um nun auch den Umstand zu
beriicksichtigen, dass die Sterblichkeit und die Invali-
ditdtshiufigkeit mit wachsendem Alter grosser werden,
nehme man etwa an, die beiden Pumpvorrichtungen
arbeiten mit der Zeit rascher. Man kann sich jeden-
falls den Mechanismus derart eingerichtet denken,

dass er die Intensitit der Sterblichkeit und die der
Invaliditdt, als Funktionen der Zeit betrachtet, genau
wiedergibt.

Ein dhnliches Bild eignet sich fiir den andern
Versicherungsbestand B;: Man stelle sich jenen zweiten
Behilter vor (wir bezeichnen ihn ebenfalls mit B)),
der vom ersten Bassin aus vermittelst des oben er-
wihnten Verbindungsrohres gespeist wird. Das zweite
Bassin B, moge ebenfalls mit einer Ablaufsvorrichtung
versehen sein, durch welche auf mechanischem Wege
der Inhalt von B, nach und nach abfliesst. Dadurch
soll die Sterblichkeit der ,Invaliden® zum Ausdruck
kommen. Es kann wieder vorausgesetzt werden, der
Abflussmechanismus sei so eingerichtet, dass er die im
Laufe der Zeit sich #ndernde Sterbensintensitit der
pInvaliden“ genau widerspiegelt. Man wird zu diesem
Zweck den ganzen Mechanismus etwa dadurch er-
génzen, dass man annimmt, jeder der beiden Behilter
B, und B, sei oben durch einen beweglichen, mit dem
Mechanismus verbundenen Kolben geschlossen, so dass
auf die in den Behiltern enthaltenen fliissigen Massen
in geeigneter Weise der ndtige Druck ausgeiibt werde.
(Siehe Figur in § 2.) Nach Ablauf einer geniigend langen
Zeit werden beide Behilter leer sein. — Diese beiden
Bassins mit ihren veréinderlichen Inhalten ergeben dann
ein ziemlich treues Bild dessen, was mit dem urspriing-
lichen Versicherungsbestande B, vorgeht.

Die mathematische Untersuchung dieses Vorganges
soll einen Teil vorliegender Arbeit bilden. Es gilt,
zwei Funktionen aufzustellen, die es ermdglichen, an-
zugeben, wie viel schwebende Kérnchen sich in einem
bestimmt, aber beliebig gewédhlten Zeitpunkt in jedem
Behilter befinden und wasfiir ein Zusammenhang zwischen
diesen Anzahlen besteht. Die auf den ersten Behilter

B, beziigliche Funktion moge mit > = 2(x) = 2,
die auf den zweiten Behilter B; beziigliche mit =
{(x) = {,, bezeichnet werden.

§ 2. Nun kommt es aber oft vor — gliicklicher-
weise —, dass die ,invalid“ Gewordenen es nicht bis
an ihr Lebensende bleiben, sondern teilweise wieder
in die Reihen der Aktiven eintreten konnen. Ks hat
dann nicht nur der Bestand B, einen Einfluss auf B,
sondern auch das Umgekehrte findet statt. Dieser Vor-
gang (dass némlich  Invalide“ wieder aktiv werden
und den Bestand, dem sie urspriinglich angehorten,
wieder vermehren) wird Reaktivierung genannt.

In den bisherigen Erorterungen iiber lnvaliditéits-
fragen wurde entweder die Reaktivierung génzlich ver-
nachldssigt, soweit es sich um theoretische Unter-
suchungen handelte; oder die Reaktivierten wurden
unmittelbar von den Invalidgewordenen in Abzug ge-
bracht, was, streng genommen, nur dann zuléssig ist,
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wenn sich die Invalidenrente nicht nach dem Dienst-
alter richtet; oder aber es wurden willkiirliche, mit
der Erfahrung mehr oder weniger gut im Einklang
stehende, Ansiitze gemacht; die Losungen entbehren
jedoch einer strengen Begriindung. Mit Ausnahme einer
Arbeit von Herrn Hofrat W. Kiittner (erschienen in
der . Zeitschrift fiir Berg-, Hiitten- und Salinenwesen*,
Bd. XXXVI, Seite 1—62, betitelt: ,Neuere Unter-
suchungen iiber die Invaliditit der Steinkohlenbergleute
Preussens“, wo, auf Grund der preussischen Knappschafts-
statistik und meines Wissens zum ersten Male, mathe-
matisch begriindete Formeln gegeben werden, in denen
Reaktivierungswahrscheinlichkeiten figurieren) fehlte
bisher eine mathematisch einwandfreie Untersuchung
des Einflusses, den die Reaktivierung auf die Veréin-
derung eines Versicherungsbestandes ausiibt. Die Frage
ist nicht nur theoretisch interessant, sondern auch
fir die Praxis wichtig, denn diese Reaktivierungen
spielen namentlich bei staatlichen Arbeiterversiche-
rungen eine nicht unbetrichtliche Rolle. Auch die
Krankenversicherung erhielte durch eine auf dieser
Basis ruhende Theorie die mathematisch richtige Grund-
lage. So habe ich mir, einer Anregung von Herrn Di-
rektor Dr. @. Schdirtlin Folge leistend, die Aufgabe
gestellt, den Einfluss der Reaktivierung vom mathe-
matisch-technischen Standpunkte aus zu studieren, die
entsprechenden Aktivitits- und Invaliditdtsordnungen
aufzustellen (I. Teil dieser Arbeit) und daran an-
kniipfend Formeln zur Berechnung von Rentenbar-
werten und Primien abzuleiten (IL Teil).

Den Einfluss der Reaktivierung kann man eben-
falls veranschaulichen. Nehmen wir wieder das obige
Bild der beiden nebeneinanderstehenden Behilter B,
und B, auf, so bedarf es einer kleinen Vervollstin-
digung (siehe Figur). Man stelle sich vor, der zweite
Behilter B; habe, ausser den zwei oben beschriebenen
Offnungen, noch eine dritte mit einem Abflussrohr ver-
sehene, in welchem eine geeignete mechanische Pump-
vorrichtung funktioniert. Dieses dritte Abflussrohr
miindet in den ersten Behilter B ein. So gelangt ein
Teil des Inhaltes von B, nach B, zuriick und ver-
mengt sich dort sofort mit dem noch vorhandenen. Wir
setzen endlich voraus, dieser Riickfluss vom zweiten
Bassin in das erste sei derart geregelt, dass er die
Intensitdt der Reaktivierung in jedem Momente genau
wiedergibt.

Unter Beriicksichtigung der Reaktivierung stehen
die beiden Behilter B, und B, in symmetrischer
‘Wechselwirkung zueinander. Jeder von ihnen hat drei
Offnungen. Durch eine derselben erhilt er Zufluss aus
dem andern Behilter (Invalidisierung fiir B,;, Reak-
tivierung fiir B, ); dagegen verringern die beiden an-
dern Offnungen seinen Inhalt, indem die eine ins Freie
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abfiihrt (Sterblichkeit), die letzte in den andern Be-
halter. ,

Die mathematische Untersuchung der gegenseitigen
Einwirkung dieser beiden Bassininhalte aufeinander,
beziiglich ihrer jeweiligen Quantitit, soll den ersten
Teil vorliegender Arbeit bilden. Sie fiihrt niimlich,
unter gewissen Voraussetzungen, auf dieselben Glei-
chungen wie die mathematische Behandlung der Ver-
dnderungen, die ein geschlossener Versicherungsbestand
erfahrt, wenn Invalidisierung und Reaktivierung gleich-
zeitig beriicksichtigt werden. Die Anzahl der Ver-
sicherten wird durch die sehr gross vorausgesetzte An-
zahl der in der Fliissigkeit schwebenden Korperchen
gegeben. Es ist vorteilhaft, die Symmetrie auch in der
Bezeichnung hervortreten zu lassen, weil dadurch ein
Teil der Rechnung erspart werden kann. Wir werden
zu diesem Zwecke spéterhin alles, was auf den ersten
Behilter B, Bezug hat, mit lateinischen, und alles, was
sich auf B, bezieht, mit den entsprechenden griechischen
Buchstaben bezeichnen.
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§ 3. Um das hier vorliegende Problem der ma-
thematischen Untersuchung zuginglich zu machen,
miissen wir zwei wesentliche Voraussetzungen treffen.
Die sich einstellenden Erscheinungen fithren zu einer
Anzahl von Wahrscheinlichkeitsbegriffen, allerdings
unter der stillschweigenden Annahme, dass die Be-
dingungen, welche dem ganzen Erscheinungskomplexe
zugrunde liegen, den Wahrscheinlichkeitsbegriff iiber-
haupt zulassen. Herr Professor Dr. W. Lexis hat durch
ein methodisches Verfahren gezeigt, wie ein Urteil
dariiber zu erlangen ist, ob und inwieweit diese Voraus-
setzung erfiillt sei. Wir wollen indessen von dieser
Vorfrage absehen und hier die erste wichtige Voraus-
setzung treffen: Der untersuchten Massenerscheinung
liege ein derartiger Komplex von Bedingungen zu-



grunde, dass die statistischen Relativzahlen als em-
pirische Werte einer festen Wahrscheinlichkeit, oder
einer Funktion dieser Wahrscheinlichkeit, angesehen
werden konnen.

Diese Hypothese schliesst nicht aus, dass die aus
der Erfahrung abgeleiteten Sterbens- und Invaliditéits-
wahrscheinlichkeiten allezeit mit Vorsicht anzuwenden
sind. Man wird nicht vergessen diirfen, dass diesen
‘Wahrscheinlichkeiten' neben der Unvollkommenheit, die
sie als Wahrscheinlichkeit a posteriori besitzen, noch
die andere anhaftet, dass sie, strenge genommen, nur
fir eine nach Geschlecht, Ort, Zeit, Alterszusammen-
setzung, Beruf, Zivilstand und sonstigen Lebensbedin-
gungen scharf abgegrenzte, iiberdies geniigend gross
vorausgesetzte Gruppe Geltung haben. Nun sind uns
von den meisten Ursachen, welche die Invaliditit und
den Tod herbeifithren, zurzeit weder ihre Wahrschein-
lichkeiten, noch die Wahrscheinlichkeiten, welche sie
den fraglichen Ereignissen verleihen, bekannt. Im all-
gemeinen nimmt man an: 1. dass diese Wahrschein-
lichkeiten konstant sind; 2. dass die Ursachen immer
dieselben bleiben, und 3. dass sie sich gleichmissig
iiber das Beobachtungsgebiet erstrecken. Die dritte
Bedingung kann durch geniigend scharfe Abgrenzung
der Beobachtungsgruppe anndhernd erfiillt werden.
Eine genaue Priifung der einschligigen Verhéltnisse
ergibt aber, dass die ersten beiden Bedingungen im
strengen Sinne wohl niemals erfiillt werden; denn die
Fortschritte der medizinischen Wissenschaften und die
taglich wachsende Fiirsorge fiir Gesunde und Kranke
konnen unmoglich ohne Einfluss auf die Wahrschein-
lichkeit, welche eine Anzahl Ursachen den fraglichen
Ereignissen verleibt, bleiben. Auch ist mit Bestimmt-
heit zu erwarten, dass sich im Laufe der Zeit die
Wabhrscheinlichkeit von verschiedenen Ursachen er-
hohen, von andern vermindern wird, und dass endlich
ganz neue Ursachen auftreten werden.

Besonders was Invaliditéitsziffern anbelangt, er-
scheint grosse Vorsicht geboten, denn wir haben es
hier mit einem mehr oder weniger dehnbaren und
im Laufe der Zeit sich wohl auch éndernden Begriff
zu tun. Schon fiir die Sterblichkeit der Aktiven sind
sehr abweichende Werte gefunden worden, und doch
ist das Sterben ein bestimmter, von der schwankenden
Beurteilung dritter Personen unabhingiger Vorgang.
Nicht so das ,Invalidwerden“. Hier und da geniigt
eine Reihe von Dienstjahren, um (als noch vollstindig
Arbeitsfahiger) in die Klasse der ,Invaliden“ eintreten
zu konnen; auch sind die Anspriiche der Betriebsleiter
an die Arbeitsfihigkeit des Personals nicht immer die-

selben; endlich kommt, bei Anerkennung der ,Invali-

ditdt*, viel auf die mehr oder weniger nachsichtige
Begutachtung der Arzte an.

164 —

Die Anderung der Wahrscheinlichkeiten wird aber
im allgemeinen nur klein sein und bald in dem einen,
bald in dem andern Sinne stattfinden. Wenn man noch
ausdriicklich voraussetzt, dass sich die Ursachen gleich-
missig iiber das Beobachtungsgebiet erstrecken, d. h.
dass auf jedes Individuum der Beobachtungsgruppe alle
moglichen Ursachen einwirken konnen, darf angenom-
men werden, die relativen Hiufigkeiten fraglicher Er-
eignisse, d. h. die einmal gefundenen Verhéltnisse ihres
Eintreffens und Nichteintreffens, seien ein numerischer
Ausdruck fiir die betreffenden Wahrscheinlichkeiten.
In diesem Fall rechtfertigt sich die Anwendung der
‘Wahrscheinlichkeitsrechnung, besonders wenn darauf
Riicksicht genommen wird, dass die gefundenen Werte
Funktionen der Zeit sind.

Die zweite wesentliche Voraussetzung wird in der
nKontinuititshypothese“ bestehen, von der man in den
meisten Gebieten der angewandten Mathematik Ge-
brauch macht. Wenn wir das oben herangezogene Bild
der beiden Behilter B, und B; nochmals benutzen,
wird diese zweite Hypothese darin bestehen, dass wir
annehmen, die in ihrem Milieu schwebenden Korper-
chen, welche die Versicherten reprisentieren, seien so
dicht gedringt und derart beschaffen, dass sie den
Raum stetig erfiillen und zwischen sich keine Liicken
lassen. Mathematisch ausgedriickt: Die beiden am
Schlusse von § 1 eingefiihrten Funktionen z(z) und ¢ (x)
werden als differenziierbar, demnach auch als stetig,
vorausgesetzt. (Vergl. Fussnote 1 in § 25.)

§ 4. Die Wahrscheinlichkeitsgrossen, welche sich
auf Sterblichkeit und Invaliditit zugleich beziehen,
ferner ihre gegenseitige Abhingigkeit, endlich ihre
Ableitung aus Beobachtungen, waren in den letzten
Dezennien Gtegenstand vielfacher Studien und lebhafter
Kontroversen. Es war nicht leicht, alle hier mass-
gebenden Grossen scharf zu erkennen, und es konnte
auch nicht gleich gelingen, sie so zu definieren, dass
sie der empirischen Bestimmung zuginglich wurden.
Besonders lebhaft entbrannte die Kontroverse nach dem
Bekanntwerden eines von der Gothaer Lebensversiche-
rungsbank im Auftrage des Reichskanzleramtes ver-
fassten Gutachtens iiber Invaliden- und Witwenpensions-
verhiltnisse der Reichsbeamten. In diesem von Herrn
Johannes Karup herriihrenden, im Jahr 1875 ver-
fertigten Grutachten, das in Versicherungskreisen be-
deutendes Aufsehen erregte, wird die Invalidititswahr-
scheinlichkeit als diejenige definiert, ., welche zum Aus-
druck gelangen wiirde, wenn die Sterblichkeit fiir den
gegebenen Zeitraum nicht vorhanden wire“. Diese
dort sogenannte .unabhingige Invaliditdtswahrschein-
lichkeit* wiirde sich also einstellen, wenn die Herab-
minderung der Anzahl der Aktiven nwur durch Inva-
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lidisierung, nicht auch durch Tod, erfolgte, unter der
Vorstellung also, dass jedes aus der Gruppe der Ak-
tiven infolge Todes ausscheidende Mitglied sofort wieder
durch einen gleichaltrigen Aktiven ersetzt werde. Bei
Ermittlung dieser ,unabhéngigen“ Invalidititswahr-
scheinlichkeit wird demnach so verfahren, dass die
sterbenden Aktiven als Ausscheidende, als freiwillig
Austretende, betrachtet werden: — Dieser von Herrn
Johannes Karup konstruierte Begriff der . unabhin-
gigen“ Wahrscheinlichkeit stiess auf lebhaften Wider-
spruch, namentlich bei G. Behm?'), J. Dienger ?),
K. Heym?®) und H. Zimmermann?*). Sie sahen sich ver-
anlasst, diesem Begriff als einem kiinstlich gebildeten
und iiberfliissigen das Biirgerrecht zu versagen. Wenn
man nun auch die Bezeichnung ,unabhingige“ Wahr-
scheinlichkeit fiir nicht ganz passend hélt, unter anderm,
weil diese Bezeichnung einem in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung eingebiirgerten Sprachgebrauche nicht ent-
spricht und deswegen irreleitend werden konnte, so
ist doch, wie einige Autoren®) schon gezeigt haben,
am Begriffe selbst festzuhalten. Auch vorliegende Ar-
beit wird den von Herrn Johannes Karup eingefithrten
punabhingigen“ Wahrscheinlichkeiten eine neue Stiitze
verleihen und den Streit um ihre theoretische Be-
rechtigung zu ihren Gunsten entscheiden. Wir werden
gie spdterhin unter dem Namen ,partieller Wahr-
scheinlichkeiten* ) niher erortern, ein Name, der sich

1) ,Statistik der Mortalitits-, Invaliditits- und Morbiditits-
verhiltnisse bei dem Beamtenpersonal der deutschen Eisenbahn-
verwaltungen.“ Berlin, 1876, p. 47—60. Ferner in Masius’ ,Rund-
schau der Versicherungen“, Bd. 28 (1878), p. 151—167.

?) Masius’ ,Rundschau der Versicherungen®, Bd. 25 (1875),
p. 455 bis 459; Bd. 26 (1876), p. 46 bis 48; ebenda p. 109 bis 111;
Bd. 28 (1878), p. 195; ebenda p. 258 bis 260.

%) ,Deutsche Versicherungszeitung“, 1876, Nr. 3 und 61.

4) ,Uber Dienstunfihigkeits- und Sterbensverhiltnisse.“ Berlin,
1886, p. 7u.f. Ferner vom gleichen Verfasser: ,Beitrége zur Theorie
der Dienstunfihigkeits- und Sterbensstatistik. “ Berlin, 1887, p. 44—53.

%) Vergl. W. Kiittner in ,Zeitschrift fir Mathematik und
Physik“, begriindet von Schlomilch, Bd. 25 (1880), p. 11—24;
Bd. 31 (1886), p. 246—251. )

J. Karup in ,Masius’ Rundschau der Versicherungen“, Bd.
26 (1876), p. 21—29; p. 80—82; p. 141—145; p. 437—451;
Bd. 27 (Jahrg. 1877), p. 17—26; Bd. 28 (Jahrg. 1878), p. 219—238;
besonders aber in seiner klassischen Arbeit: ,Die Finanzlage der
Gothaischen Staatsdienerwitwensozietit am 31. Dezember 1890.“
Dresden, 1893.

W. Lazarus in ,Masius’ Rundschau der Versicherungen*,
Bd. 26 (1876), p. 218.

Das oben erwihnte, 1875 von J. Karup verfasste ,Gutach-
ten“ der Gothaer Lebensversicherungsbank ist iibrigens niemals
publiziert worden; die darin enthaltenen Resultate, welche hier
in Betracht fallen, sind durch die diesbeziigliche Polemik bekannt
geworden. Vergl. die historische Notiz in § 36.

%) Wir werden im allgemeinen in der Bezeichnung einen
partiellen Vorgang, d. h. einen solchen, bei dem eine einzige
Verdinderungsursache wirksam ist oder als wirksam betrachtet
wird, durch einen Akzent links oben andeuten, z. B. 'p2%;
"u;'“, u.s.w. Der Akzent rechts oben wird, nach dem allgemein

befolgten Vorschlage von Lagrange, die Differentiation andeuten.

den in der Differentialrechnung eingebiirgerten Be-
zeichnungen anschliesst. Es handelt sich nédmlich dort
wie hier um eine veriinderliche Grosse (hier die An-
zahl der lebenden Aktiven), die von mehreren ebenfalls
verinderlichen Grossen (hier von zweien: Sterbens-
und Invalidisierungsintensitit) abhdngt. Man tut dann be-
kanntlich so, als wiire eine dieser letzteren Verénderlichen
nicht als Verdnderliche wirksam, sondern konstant,
und betrachtet die Verdnderungen, die sich unter dieser
vereinfachenden Annahme einstellen. So gelangt man in
der Infinitesimalrechnung zu ,partiellen“ Verinderungen
und ,partiellen* Differentialquotienten, hier zu , partiel-
len Intensititen“ und , partiellen Wahrscheinlichkeiten“.

Es sind fiir den hier in Frage stehenden Begriff,
ausser dem Namen ,unabhiingige“ Wahrscheinlichkeit,
noch verschiedene andere vorgeschlagen worden : ,neue“,
,einfache“, .ideale“, ,reine“, ,absolute“ Wahrschein-
lichkeit. Wenn nun auch der Name nicht die Hauptsache
ist, so liegt doch kein Grund vor, sich an eine iiberall
eingebiirgerte Bezeichnungsweise nicht anzuschliessen,
zumal wenn dieselbe, mutatis mutandis, den analogen
Sachverhalt ausdriickt. Da in der Differentialrechnung,
seit mehr als einem Jahrhundert und in allen Haupt-
sprachen, nicht von ,unabhéingigen“, oder .idealen“,
oder ,reinen“, sondern von ,partiellen“ Differential-
quotienten gesprochen wird, verdient auch der Name
partieller Intensititen und partieller Wahrscheinlich-
keiten vor den andern den Vorzug.

§ 5. Unsere Hauptaufgabe werden wir darin er-
blicken, die zwischen den auftretenden Wahrschein-
lichkeitsgrossen bestehenden Beziehungen aufzudecken
und zu zeigen, wie man mit ihrer Hiilfe Absterbe- und
Ausscheideordnungen aufstellen kann.

Um diese Aufgabe mathematisch zu behandeln,
betrachten wir eine ,fingierte Gescllschaft, d. h. eine
sehr grosse Anzahl gleichaliriger Personen desselben
Geschlechtes, die am gleichen Orte, zur gleichen Zeit
und unter gleichen Lebensbedingungen stehend, sich
in den Dienst eines und desselben Berufes gestellt
haben. Thre Anzahl in einem bestimmten Zeitpunkte z
bezeichnen wir in iiblicher Weise mit I;*, oder abge-
kiirzt mit z_, oder einfach mit z, falls das Fehlen der
Altersangabe x kein Missverstindnis herbeifiihren kann.
Die urspriingliche Anzahl 2z, verringert sich dann nach
und nach auf

vy Rwy 0, ¢))

unter dem Einfluss von zwei gleichzeitig wirkenden
Ursachen: Tod und Invalidisierung. Die nachstehenden
Untersuchungen werden zeigen, dass dann unter an-
derem noch folgende Grossen in Betracht gezogen
werden miissen:

Zug1y Png2y ceoy By oo
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1. Die Anzahl derjenigen Versicherten, die in
einem bestimmten Zeitpunkte z vorhanden wiren, wenn
auf den urspriinglichen Bestand von 5% = 2, Personen
nur die Sterblichkeit, nicht auch die Invaliditit, ein-
wirkte, mit andern Worten: Wenn jeder Invalidgewor-
dene sofort durch einen gleichaltrigen Aktiven ersetzt
wiirde. Wir bezeichnen diese Anzahl !) mit “*I3* oder
mit 2. Die Reihe
e 2 A0, (@

Z2ny zirﬁl}-l; zg‘—i—?, 1
ergibt eine Absterbeordnung, die von der tatséichlich
eintretenden 2,41, Zp42, ..., 2o, 0 wohl zu unter-
scheiden ist %).

2. Die Anzahl derjenigen Versicherten, die in
einem bestimmten Zeitpunkte :xx vorhanden wére, wenn
auf den urspriinglichen Bestand von l;” = z, Personen
nur die Invaliditat, nicht auch die Sterblichkeit, ein-
wirkte. Wir bezeichnen diese Anzahl®) mit 75" oder
mit 2. Sie kiime zustande, wenn jeder durch Tod
ausscheidende Aktive sofort durch einen gleichaltrigen
Aktiven crsetzt wiirde. Die Reihe

ey i, &, L. (3)

stellt eine neue, von den zwei obigen verschiedene
Ausscheideordnung dar. Die Frage, ob und unter wel-
chen Voraussetzungen 25’ schliesslich Null wird, lassen
wir hier ganz unerortert, weil sie fiir die folgenden
Betrachtungen nicht wesentlich ist.

3. Die Anzahl derjenigen Versicherten, welche in
einem bestimmten Zeitpunkte x ,invalid“ sind und aus
dem urspriinglichen Bestande der [," = z, Aktiven
hervorgingen, infolge Eintretens der Dienstunfihigkeit.
Thre Anzahl bezeichnen wir in iiblicher Weise mit I,
abgekiirzt mit  oder einfach mit {, wenn durch das
Wegfallen der Altersangabe kein Missverstindnis her-
vorgerufen werden kann. Es ist demnach B, = 0,
weil wir annehmen, der urspriinglichc Versicherungs-
bestand sei aus lauter gleichaltrigen Aktiven zusammen-
gesetzt. Die Reihe

()
2n 9 zn—l—l L)

ZZZO, Z—l—l) lz+2>"'7lif7""lf‘l;2’ 0, 4

stellt dann die tatsichlich sich ergebende Absterbe-
ordnung der ,Invaliden“ dar, unter Beriicksichtigung
des Umstandes, dass fortwéhrend neue Mitglieder, die
qinvalid* werdenden Aktiven, beitreten.

4. Die Anzahl derjenigen ,Invaliden, die in einem
gegebenen Zeitpunkt z vorhanden wire, wenn man
einen geschlossenen, anfinglich?®) aus ‘1% = ¢4 In-
validen* zusammengesetzten Bestand hétte absterben

1) Vergl. die Fussnote 6 in § 4.

%) Vergl. die Bemerkung am Schlusse von § 23.
%) Vergl. die Fussnote 6 in § 4.

lassen, oline dass neue Mitglieder hinzutreten. Wir
bezeichnen diese Anzahl?®) mit 1%, abgekiirzt mit
¢ 2‘), oder cinfach mit ¢ ("), wenn die Altersangabe nicht

notwendig ist. Die Reihe der Zahlen

Wy, e, ..., L0, oder} 5)

(/L)rl;l’ (ﬂ)rl::_'_l, (ﬂ)rl;z+2 , (/l)rl:l:, ..y 0

eeey

ist dann nichts anderes als die gewohnliche Mortalitiits-

tafel einer geschlossenen Gesellschaft von el — (i
gleichaltrigen (n-jdhrigen) Personen unter dem FEin-
flusse der ihnen eigentiimlichen (von derjenigen der
Aktiven verschiedenen) Sterblichkeit. — Die Zahlen

lga, (,l‘)llg@, (1')rlgacu, lf;" (")’lii, oder
& L, @

) 2z ?
bilden, bei verdnderlichem x, fiinf auseinanderzuhal-

tende Reihen. (Vergl. § 19.)

2z,

§ 6. Die mathematische Durchfiihrung der Auf-
gabe erfordert weiter eine Definition der Invalidisierungs-
intensitét, welche einem gegebenen Alter x entspricht.
Fassen wir wieder den geschlossenen Versicherungs-
bestand B, ins Auge, eine ,fingierte Gesellschaft®,

zusammengesetzt aus [;* aktiven Personen des Alters z,

gleichen Geschlechts, am gleichen Ort und zu gleicher
Zeit unter gleichen Lebensbedingungen stehend. Will
man die Definition in einwandfreier Weise aufstellen, so
dass man aus ihr streng begriindete Formeln ableiten
kann, so muss man zuerst den Fall betrachten, in
welchem eine einzige Verminderungsursache auf den
Bestand B einwirkt, etwa ,Invaliditit“ allein. Wir
werden uns also zunidchst an die mit (")’l‘;f'i oder 2
bezeichneten Anzahlen, an die obige Reihe (3), halten
und uns vorstellen, jeder sterbende Aktive werde sofort
durch einen neuen, mit dem Sterbenden gleichaltrigen
Aktiven ersctzt.

Um die Raschheit des Invalidwerdens, die Invalidi-
sierungskraft in irgend einem Alter z, zu messen, hat
man folgende drei Grossen gleichzeitig in Betracht zu
ziehen:

1. die Menge der Personen des betreffenden Alters z,
dic aktiv sind; ihre Zahl ist 712 = 2’

2. die Menge der Invalidisierungsfille bis zum Alter
z -+ 4z, d.h. die Anzahl derjenigen unter den
2y Aktiven, welche zwischen dem Alter z und
dem Alter « —+ Adx invalid werden. Diese
Anzahl werde mit (— 412y = (— 423%) be-
zeichnet, cine Bezeichnung, die sich von 'selbst
darbietet nach der Gleichung:

%) Vergl. die Fussnote 6 in § 4.
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by — 2 = A%
3. die Grosse der Altersdifferenz Azx.

Man wird berechtigt sein, nachstehende Aussagen
zu machen:

Die Invalidisierungskraft ist um so grosser, je mehr
Aktive dienstunfihig werden, also, bei festgehaltenen
2 und Az, proportional zu (— Az’g)) Ferner: die
Invalidisierungskraft ist um so grosser, je kleiner die
Gruppe der z’ Aktiven, aus welcher die Invaliden
stammen, also, bei demselben (— 42;’) und gleichem
Az, umgekehrt proportional zu 25’. Und endlich: die
Invalidisierungskraft ist um so grosser, je kiirzer die
Zeitspanne Ax ist, wihrend welcher die (— A%)
Aktiven dienstunfihig werden; sie ist also, bei fest-
gehaltenem 2’ und gleichem (— 423%), umgekehrt
proportional zu Az zu setzen. Hiernach bildet der
Ausdruck

A(")Il;ﬂ?l

- (6)

M’l? . dx

ein Mass der Invalidisierungskraft fiir die Altersstrecke
von z bis (x + 4z); das Minuszeichen deutet an, dass
es sich nur um eine Verminderung des Bestandes an
Versicherten handeln kann.

Dieses Mass wird um so zutreffender sein, je kleiner
das Zeitintervall 4z angenommen wird. Nun ist der
Verkleinerung des Adx eine Grenze gesetzt durch die
Menge der beobachteten Personen: wiirde man Az
so klein wihlen, dass auf der Altersstufe x ... (x -+ 4x)
gar kein Invalidisierungsfall eintrite, so ergébe sich
bei jedem Alter die Invalidititsintensitit Null, und dies
widerspricht dem Wesen der Grosse. Weil nun die Ver-
minderung des urspriinglichen Versicherungsbestandes
B, also die Abnahme der anfinglichen Aktivenanzahl

(rjaa infolge Dienstunfihigkeit, nicht in stetiger Weise
erfolgt, sondern in diskreten Zeitpunkten vor sich geht,
so miissen wir die ,Kontinuitétshypothese“ heranziehen.
Man denke sich also, 25’ sei eine stetige und diffe-
renziierbarec Funktion des Alters x, deren Werte sich bei
ganzzahligen und bei bestimmten gebrochenen Werten
von xz empirisch bestimmen lassen. Diese als stetig
und differenziierbar vorausgesetzte Funktion 2’ liefert

1) Die Gleichung 2z 4 4e — 22 = A2, schliesst sich an die
in der Differenzen- sowie in der Infinitesimalrechnung alliiberall
eingebiirgerte Schreibweise an. Bedeutet nimlich y = f{z) eine
}_)eliebige Funktion, so bezeichnet man bekanntlich ihre totale
Anderung mit

4y =f(x + 42) — f (2).

Da die Anzahlen zg') bei wachsendem x monoton fallen, ist

stets Zxt4z < 2z, also dz, (wenn nicht Null) eine negative, und

(— 42,) eine positive Zahl.

ein um so brauchbareres Bild der allméhlichen Abnahme,
je grosser der betrachtete Versicherungsbestand ist.
Nimmt man fiir x einen ganz belicbigen Wert, so soll
der zugehorige Wert 25’ oder O gie entsprechende
Anzahl der Aktiven bedeuten, etwa in dem Sinne,
dass er die Anzahl der Aktiven fiir den nichstliegenden
Wert von x darstellt, fiir welchen sie empirisch er-
mittelt ist.

Hilt man an diesen Vorstellungen fest, sowie an
der Annahme, jeder mit Tod Abgehende werde sofort
durch einen gleichaltrigen Aktiven ersetzt, so kann
man die Altersdifferenz Az immer kleiner und kleiner
werden lassen, kleiner als jede noch so kleine, im
voraus angegebene Zahl. Der oben betrachtete Quotient
(6) strebt dann einem bestimmten, endlichen Grenz-
werte zu, und diesen Grenzwert nennen wir partielle
Invalidisierungsintensitit beim Alter x und bezeichnen
sie mit "», (vergl. Fussnote 6 in § 4):

'v. = Lim (— iA(r)’lg_a ):—--——1 . d(ﬂ’lg—a
T Az-»0\ O 4z e dz gy
1 dz
& dx

Ist nun 2’ als analytische Funktion von z gegeben,
so kann nach dieser Formel ’Vz fiir jedes Alter = be-
stimmt werden. Durch diese Voraussetzungen erlangen
wir den Vorteil, dass die Hiilfsmittel der Analysis
auch auf den Vorgang der Invalidisierung anwendbar
werden.

§ 7. Es liegt nahe, cinc andere Invalidisierungs-
intensitdt », zu definieren, bei welcher nicht wie oben
die ideelle Reihe (3) der 27’ zugrunde gelegt wird,
sondern die unter dem doppelten Einfluss von Tod
und Berufsunfihigkeit sich tatsidchlich ergebende Tafel
der 3%, d. h. die obige Reihe (1). Man hat dann gleich-
zeitig folgende Grossen in Betracht zu ziehen:

1. die Menge der Personen des betreffenden Alters z,
die aktiv sind; ;" sei ihre Anzahl. Sie bilden
den ncuen Versicherungsbestand, den wir jetzt
ins Auge fassen. Um nachher die beiden Intensi-
titen », und ‘v, besser miteinander vergleichen
zu konnen, werden wir annehmen, der anfing-
liche Bestand sei in beiden Fillen von gleichem
Umfang, so dass fiir den Zeitpunkt x die Gleichung

2 — Y gelten wird; :
2. die Menge der Invalidisierungsfille bis

Alter z -+ dx; sie moge mit (—-— (”)Al;‘“) be-

zeichnet werden;

3. die Grosse der Altersdifferenz Azx.

zum



Durch ganz dieselben Uberlegungen wie in § 6
wird man dazu gefiihrt, den Ausdruck

(») 4qaa
A lm ,
—— (6"
les - Ax

als Mass der Invalidisierungskraft fiir die Altersstrecke
Z..... (z -+ Az) zu betrachten (vergl. § 16). Durch
den bekannten Grenziibergang gelangt man zur De-
finition:

() ,6a () 3700
v, = Lim (— _ A ) =L T (8)
A0 \ LA o
" . . . 1 dz ’
oder kiirzer geschricben: V, = — T 8"

§ 8. Es wirft sich nun die Frage auf: welche Be-
ziehung besteht zwischen den beiden Invalidisierungs-
intensititen v, und ’»,? Zur Beantwortung dieser Frage
muss man die definierenden Ausdriicke (6) und (6")
miteinander vergleichen. Zu diesem Zwecke nechmen
wir an, wie schon oben (in § 7) angedeutet, die beiden
Versicherungsbestinde, auf welche sie sich beziehen,
hitten, im Zeitpunkte x, genau denselben Umfang, so
dass fiir diesen Zeitpunkt  die Gleichung

e ®

besteht. Ferner setzen wir auch die Altersdifferenz Az
fiir beide Bestinde gleich gross an. Die zu ver-
gleichenden Ausdriicke haben dann gleichen Nenner,
und wir brauchen nur ihre Zahler (— 4’1%%) und
(—™41%) in Betracht zu zichen. Jeder Zéhler be-
zeichnet eine Anzahl Personen, die im Alter = aktiv,
im Alter z 4 4 x aber dienstunfihig waren und iiber-
dies in derselben Zeit aus anfinglich gleich grossen
Gtesamtheiten hervorgingen. Der einzige Unterschied
besteht darin, dass auf die eine Gesamtheit nur eine
Verminderungsursache (Invaliditit) einwirkte, auf die
andere aber deren zwei (Tod und Invaliditit). Infolge-
dessen ist:

(— 475 > (—.017)

Es wird ndmlich nur bei der ersten Gesamtheit
jeder mit Tod abgehende Aktive sofort durch einen
gleichaltrigen Aktiven ersetzt, und von diesen in die
Liicken der Verstorbenen ecintretenden neuen Mit-
gliedern wird auch ein Teil wihrend der Zeit Az
dienstunfihig werden.

Die Differenz “A1%* — kann man folgender-
massen ermitteln: die Anzahl der wihrend der Zeit
Az aus dem zweiten Bestand infolge Todes aus-

AW rlg;_a

scheidenden Mitglieder betriigt, wenn uz* dic Sterbens-
intensitdt der x-jahrigen Aktiven bedeutet,
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a4 A:c
9(x) = (— @) L 1% . da.
Ebensoviele neue Mitglieder treten dem ecrsten Be-
stande withrend der Zeit 7z bei, an Stelle der Ver-
storbenen. Wenn diese g(x) Ersatzmitglieder alle im
gleichen Moment, ndmlich zu Anfang des Zeitintervalles
Ax, dem Versicherungsbestande beitriten, so wiirden
aus ihnen, wihrend der Zeitspanne Az,

x4 Az +A:c z+dz

h(x) :/(— ") - g(x) - dx = [ "vpedz | 4T 1 da
Invalide hervorgehen?). Da jedoch die g(x) neu Ein-
tretenden nicht alle gleichzeitig und am Anfang des
Zeitintervalles /2 hinzukommen, sondern sich erst im
Verlaufe desselben allméhlich einstellen, je nachdem
sich die Todesfille ereignen, so stammen aus ihnen
nicht A(z) Invalide, sondern nur O - A(xz), wobei 6
einen echten Bruch bedeutet:

0<Co<1
Dieselbe Anzahl: 0 - h(z) stellt die gesuchte Differenz

(v)le_a—J(v) IZ?

dar, so dass die Gleichung gilt:

x4 Az ®+A$__
O-/'vx-dx-/-,ux 12t dx

x &

Oq15 — A=

Dieser Ausdruck lisst sich auf eine andere Form
bringen. Zunéichst ist

/u’(;a ° -’5 '—gl(x)
infolge unserer Kontinuitdtshypothese cine stetige und
differenzierbare Funktion des Alters x. Demnach kann
man den Mittelwertsatz der Integralrechnung auf sie
anwenden und schreiben:

x4+ dx . 2+ da
—g(x)_ uas I de= _9'1(“) dx = Az - g,(&)
=dx - l(ga . :u'ém7

wobei & einen nicht nidher angebbaren, aber bestimmten,
zwischenz und (x4 ./x) liegenden Wert bedeutet:

r<E<x+Ax;
Dic gesuchte Differenz erhilt dann die Gestalt:

x+ dx x4 Adx
0. /’,,w .dx - Az - g](&)_—:e . gl(g) . Jx./'vw.dx,

?) Wiirde unter dem f -Zeichen ¥, an Stelle von "’x ge-
schrieben, so bliebe doch das Schlussresultat dadurch unbeeinflusst.
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da #z und ¢ konstant bleiben, wihrend die unabhéngige
Verinderliche das Integrationsintervall durchliuft. Weil
nun die Grosse
’vx = gg( )
infolge unserer Kontinuitétshypothese ebenfalls eine
stetige und differenziierbare Funktion der Zeit ist, so
kann man neuerdings den Mittelwertsatz anwenden
und schreiben:

T+ Adx

x4 dx
/'yx.dxzfqz (x)-dx=dz - g,(n),

wobei auch 7 einen bestimmten, zwischen z und
(x+ Ax) liegenden Wert bedeutet:

r<n<lx+dx.
Die gesuchte Differenz erhilt dann die Gestalt:

M AN =0 dz - g () - Iz - g,(0)

Durch Division mit li‘;- dz=""1% A ergibt sich weiter:

O g0 40 9,(8) - g,(n)
lz—“-(/x g '17;5 cAdx l;’,;‘—’
—Adx -0 %"_’i
5"

Geht man jetzt zur Grenze iiber, indem man Ax = 0
werden ldsst, so konvergieren & und # beide gegen z,
(vergl. § 17) und die obige Gleichung verwandelt sich,
zufolge (7) und (8), in:

v,—v,—0. 4.V, . dx (10)
Nun sind », und ’»_ bestimmte, endliche Gréssen,
ebenso ihre Differenz, wihrend das Produkt

0. puz" -y -dx

x

eine zugleich mit dr unendlich kleine, d. h. veriinder-
liche, und zwar gegen Null konvergierende Grosse,
darstellt. Nacl vollendetem Grenziibergang ist also

(11)

und die oben aufgeworfene Frage erhilt die Antwort:

v, =v,

Wird der Vorgang als stetig verlaufend angenom-
men, so gelangt man zur gleichen Invalidisierungs-
intensitit, gleichgiiltig, ob man die Reihe (1) der I2°
oder die Reihe (3) der.2’, der Definition zugrunde
legt. Mit andern Worten : Es dndert die Invalidisierungs-
intensitat nicht, wenn man den Finfluss der Sterblich-
keit mitberiicksichtigt ; eine ,partielle* Invalidisierungs-

intensitit braucht also nicht eingefithrt zu werden,
sobald man die Kontinuititshypothese zugrunde legt.

Wenn wir im folgenden den Akzent, durch den
wir einen ,partiellen“ Vorgang andeuten, im allge-
meinen auch weglassen und, gestiitzt auf das soeben
gefundene Resultat (11), an Stelle von "y, einfach »,
schreiben werden, so ist doch im Auge zu behalten,
dass die Definition der Intensititsfunktion im Grunde
genommen einen Vorgang involviert, bei dem cine
einzige Verminderungsursache (hier die Invaliditit) auf
die betrachtete Gesamtheit einwirkt.

§ 9. Aus der Definition der Invalidisierungsinten-
sitit fliesst die Differentialgleichung:

A = — & .y, . dx (129
oder
A = — 1 .y, - da (12)

Das Differential linker Hand in der Gleichung (12) ist so
zu verstehen, dass nur die Verminderung infolge von
Invaliditét beriicksichtigt werden soll. Diese Differential-
gleichung fiihrt unmittelbar und unumgénglich auf die
npartiellen Wahrscheinlichkeiten“ *). Durch Integration

g ~
2 — —y_ - dx ergibt sich nimlich:
I

yon

Log ("I*) = [(— ) -de+e¢, (13)

Die Grosse der Integrationskonstanten ¢, ergibt
sich aus der Bemerkung, dass in dem Augenblick,
in welchem die Beobachtung des Vorganges beginnt,

x=n und l;" = z, ist, so dass:

Log 2z, — [ / (—va)- doc] B ~+ ¢, , woraus:

¢, = Log 2, — [/(—vw)-d:c]

Aus (13) wird infolgedessen:
Log ((”)zg_“) = f (—vz)-dx+ Logz, — [/ (— va)- dx]

= Log 2, -+ / (— ) - dz

r=n

Unter Beriicksichtigung der Identitét e"* = z erhilt
man:

—/a:/z-dx

(r)1§ —2Z,.€ (14)

Den Index (») links oben fiigten wir an, um anzu-
deuten, dass nur die Verminderung infolge von Invaliditéit

') Beziiglich der Benennung vergl. den Schluss von § 4.

22
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zu beriicksichtigen ist. Die Zahl (’)lm ist demnach die-

jenige, auf welche die urspriingliche Anzahl [;* herab-
sinkt, wenn man nur diejenigen Veréinderungen des
Versicherungsbestandes in Betracht zieht, die aus der
Dienstunfahigkeit entspringen, wenn man also die
Sterblichkeit ausgeschaltet denkt; mit andern Worten :
®)Ja® ist identisch mit derjenigen Anzahl, die wir oben
2Y nannten. — Dies kommt iibrigens unmittelbar und
deutlich zum Ausdruck, wenn man an Stelle der Dif-
ferentialgleichung (12) die Gleichung (12") behandelt,
denn diese fiihrt ja direkt auf

———/a;mdw

=z e r (14)

Wir gingen aber nicht von der Differentialgleichung
(12" aus, um den Einwand zu vermeiden, die Zahlen

#? erschienen nur darum in der Formel, weil sie von
vornherein und willkiirlich eingefiihrt wiren. — Aus

unsern Uberlegungen geht hervor, dass die Zahlen 2

der Reihe (3) mit Notwendigkeit auftreten, sobald man
die Invalidisierungsintensitit integriert.

§ 10. Betrachtet man als obere Grenze (x4 1)
statt , so ergibt sich aus der Gleichung (14):

/w+1
Z;(;)‘_I— w , und hieraus:

z+1 x z-4-1
z:(cv_)l_l f dx—}-/nvx _e——/:;vz-dx
2 - ’

daja dx—{-/vmdx_/va,dx_—/v@dwxst
Yet1

£,
( )

Das Verhiltnis driickt, den gemachten Voraus-

setzungen zufolge, dle Wahrscheinlichkeit dafiir aus,
dass eine x-jihrige aktive Person das Alter =z -+ 1
im aktiven Zustand erreichen werde, unter der aus-
driicklichen Voraussetzung, dass nur Invaliditit auf die
betreffende Gesamtheit einwirke, dass der numerische
Einfluss der Sterblichkeit auf die in § 5, 2., ange-
gebene Art ausgeschaltet sei!). Es ist demnach jenes
Verhiltnis konsequenterweise mit ’p:" zu bezeich-

nen?), und es stellt eine der einzufiihrenden ,partiel-
len“ Wahrscheinlichkeiten dar:

=e

') Siehe die Bemerkung am Schluss von § 23.
%) Vergl. die Fussnote 6 in § 4.

(15)

() ' paa
x

Die genaue Formulierung der Definition von ! 1’
erheischt folgende Uberlegung: Man betrachte eine
beliebige, aber bestimmte, z-jihrige, aktive, dem be-
treffenden Versicherungsbestande angehdrige Person
M™. Stirbt sie im Alter z + Az, wobei 4z < 1, so
tritt an ihre Stelle sofort ein neues, (x - 4x)-jahriges,
aktives Mitglied M{” in den Bestand ein. Falls auch
dieses vor Erreichung des Alters x - 1 stirbt, etwa
nach Ablauf der Zeitspanne Az , so tritt an seine

Stelle sofort ein neues aktives Ersatzmitglied M5’ vom
Alter z 4+ A4z 4 4z, Wenn nun auch M’ noch
vor Erreichung des Alters x 4 1, etwa im Alter
x4+ dx 4z + 4x,, mit Tod abgeht, so wird
auch MY’ sofort durch ein neues, gleichaltriges, also
(# + 4% -+ Az, -} 4x,)-jihriges, aktives Mitglied MG’
ersetzt, und so weiter, bis schliesslich ein Jahr, vom
Zeitpunkte x an gerechnet, verflossen ist. Wenn der
Zufall es fiigt, dass gerade jene Personen versterben,
so sind an Stelle von M” nacheinander eingetreten:

MY MY, MY, ..., MY,

Dabei werden nur die Sterbenden durch neue Mit-
glieder ersetzt, nicht aber diejenigen, die infolge von In-
validitit ausscheiden. Wenn z. B. die zuerst ins Auge
gefasste Person M™ im Alter  + Az nicht verstirbt,
sondern dienstunfihig wird, so tritt kein Ersatzmitglied
an ihre Stelle. '

Der echte Bruch ®’p

lichkeit aus, dass die in der Gesamtheit der 2’ Ak-
tiven, beliebig, aber bestimmt gewéhlte, z-jahrige Person
M™, eventuell (falls sich niimlich Todesfille ereignen)
das an Stelle von M™ zuletzt eingetretene Ersatz-
mitglied MY, das Alter z 4 1 erleben werde, und
zwar im Aktivitdtszustande.

Die Wahrscheinlichkeit des kontrdren Ereignisses
bezeichnen wir durch

druckt nun die Wahrschein-

(15)

N , aa

r,Lm —_1__™ rpx
Es ist die Wahrscheinlichkeit, dass die in der Gesamt-
heit der 2’ Aktiven beliebig, aber bestimmt gewihlte,
x-jihrige Person M®™, eventuell (falls nimlich M™
vor Ablauf eines Jahres verstirbt), das an Stelle von
M™ zuletzt cingetretene Ersatzmitglied MS, vor Er-
reichung des Alters x 4 1 invalid werde.

Wihrend man bei der hier vorliegenden Aufgabe
eine von der gewthnlichen Invalidisierungsintensitit
verschiedene ,partielle“ Intensitit nicht zu betrachten
braucht, dringen sich ,die partiellen Wahrscheinlich-
keiten“ von selbst auf, sobald man auf dem Wege der
Integration zu endlichen Zeitintervallen iibergeht.
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§ 11. Die gleichen Uberlegungen kann man be-
ziiglich des Einflusses der Sterblichkeit anstellen. Hal-
ten wir zundchst an der Vorstellung fest, auf die be-
trachtete ,fingierte Gesellschaft bestehend aus 2/
gleichaltrigen, aktiven Personen gleichen Geschlechts,
die am gleichen Ort, zur gleichen Zeit und unter den
gleichen Lebenshedingungen stehend, denselben Beruf
ausiiben, wirke nur die Sterblichkeit ein und jedes
infolge von Dienstunfihigkeit ausscheidende Mitglied
werde sofort durch ein gleichaltriges aktives ersetzt. Um
die Sterblichkeitskraft in einem bestimmten Alter z zu
messen, muss man dann folgende drei Grossen gleich-
zeitig ins Auge fassen:

1. die Menge der Personen des betreffenden Alters,
die aktiv sind; ihre Anzahl sei 2“;

2. die Anzahl der Todesfille bis zum Alter x + Ax;
sie sel (— Azg‘)), wobei z;"}m — = g 1,

3. die Grosse der Altersdifferenz: Azx.

Durch die schon in § 6 angestellten Uberlegungen
wird man dazu gefiihrt, den Ausdruck

A zgff)
z;(é‘) - Ax

(16°)

als Mass der Sterblichkeitskraft fiir die Altersstrecke
von z bis x -+ Ax zu betrachten (vergl. § 16). Unter
Heranziehung der Kontinuitidtshypothese wird man zur
Grenze iibergehen, indem man Az unendlich klein
werden ldsst, und als Definition der .,partiellen Sterbens-
intensitidt der Aktiven fiir das Alter x“ erhalten ?):

, ﬁ__i dz{ét)__ 1 .d(")’l? an
T 2 dx T )'li_“ dx

Es liegt auch hier nahe, eine andere Sterbens-

intensitdt ug° dadurch zu definieren, dass man nicht
die Reihe (2) der z;‘u_), sondern die tatsdchlich sich er-

gebende Tafel der I3*, d. h. die obige Reihe (1), zu-
grunde legt und so gleichzeitiz den Einfluss der In-
validitdt berlicksichtigt. — Die jetzt ins Auge zu fas-
sende , fingierte Gesellschaft* moge aus I;* gleichaltrigen,
aktiven Personen bestehen und, unter dem doppelten
Einfluss von Tod und Invaliditit, wihrend des Zeit-
intervalles Az eine Anzahl Todesfille aufweisen, die

wir mit (— " )Al;_“ bezeichnen ®). Die Sterblichkeits-
kraft fiir die Altersstrecke von z bis z 4 dx wird
dann gemessen durch den Ausdruck

(/"’)AZE
T = ) (16)
5° . Ax

) Vergl. die Fussnote 1 in § 6.
?) Beziiglich der Akzentuierung siche die Fussnote 6 in § 4.
%) Vergl. die Fussnote 1 in § 6.

welchen man, durch den bekannten Grenziibergang der
Infinitesimalrechnung, in

] ) gpae
a1

l;a dx

a7
verwandelt.

§ 12. Um zu einer Beziechung zwischen ug* und
'uz' zu gelangen, vergleichen wir die Ausdriicke (16)
und (16) miteinander, unter der Annahme, dass es
sich um dieselbe Altersdifferenz 4z handle, und dass
die beiden Gesamtheiten, auf welche sie sich beziehen,
im Zeitpunkte x gleichen Umfang haben, dass also fiir
diesen Zeitpunkt x die Gleichung bestehe:

= (18)

lﬁ
Durch eine Kette von Schliissen, die den in § 8
gezogenen durchaus dhnlich sind, iiberzeugt man sich

zunéichst, dass:
(__ Azg,‘u)) > (_ (/t)Alga)_

Es bedeutet nimlich sowohl (— 42!} als auch

(— (‘u)Al};Tl) eine Anzahl von Todesfillen, die sich
wihrend desselben Zeitintervalles 4z und in zwei an--
finglich gleich grossen Gesamtheiten ereignen; der
einzige Unterschied besteht darin, dass auf die zweite
dieser Gtesamtheiten zwei Verminderungsursachen, Tod
und Invaliditit, einwirken, auf die erste Gesamtheit
dagegen nur Sterblichkeit, weil jedes invalid werdende
Mitglied sofort durch ein neues gleichaltriges aktives
ersetzt wird. Diese wihrend der Zeitspanne dx (an
Stelle der Invalidgewordenen) eintretenden Ersatz-
mitglieder liefern aber einen Beitrag an die Todesfille,
daher die obige Ungleichung.

Durch die in § 8 angegebenen Schliisse iiberzeugt
man sich ferncr, dass die Differenz dieser Zdhler dar-

gestellt wird durch:

A A r+Ar
e — 48 =0 . /,u;f.“-dx-/vz-lga- dx
Bei zweimaliger Anwendung des Mittelwertsatzes der
Integralrechnung verwandelt sich diese Gleichung

(vergl. oben § 8) in:

WA — 4= 0 - Az - pT Az vy B
wobei wieder £ und 7 im Innern des Intervalles lie-
gende Grossen vorstellen:

ré(<zHdzr; x gz dz
und O einen echten Bruch bedeutet: 0 <70 < 1.
Nach Division durch 5% Ax = zg,Ll)-Ax (vergl. die
Gleichung [18]) wird:
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Az(tt) e

(1) gyaa —
Al — 0. 4 4o

. 1’7]

ZZ_“ - dAx 22 Ax l‘;—“

Geht man nun zur Grenze iiber, indem man Ax un-
endlich klein werden lidsst, so konvergieren £ und 7
beide gegen z, und zufolge (17) und (17°) verwandelt

sich die obige Gleichung in:
(19)

(Vergl. hiermit '§ 17.) Da nun ,ui‘i und ’ ,u?, folglich
auch ihre Differenz, endliche Grossen sind, wihrend

u?—’M;E:O-/»f&-vx-dx

das Produkt 0 - uz" - v, - dz zugleich mit dz eine ver-
dnderliche, und zwar gegen Null konvergierende Grosse
darstellt, so ist nach vollendetem Grenziibergang in
aller Strenge

et ="ud
und diese Gleichung besagt: Wird der Vorgang als
ein stetig verlaufender angenommen, so dndert sich die
Sterbensintensitit nicht, wenn man den Einfluss der
Invalidisierung mitberiicksichtigt; anders ausgedriickt:
Eine ,partielle* Sterbensintensitit braucht, bei der
hier vorliegenden Aufgabe, nicht eingefiihrt zu werden.
Wir werden demnach im folgenden, gestiitzt auf dieses
Resultat, den Akzent, der einen  partiellen® Vorgang

(20)

rp, aa

andeuten soll, weglassen und an Stelle von ’u; einfach

Uz schreiben, heben aber auch hier hervor, dass diese
Definition der Intensitdtsfunktion eigentlich einen Vor-
gang voraussetzt, bei dem nur eine Verdnderungs-
ursache (hier die Sterblichkeit) auf die betrachtete
Gesamtheit einwirkt.

§ 13. Dass das Ineinandergreifen der Faktoren, die
hier im Spiele sind, nicht vernachldssigt werden darf,
sobald man endliche Zeitdifferenzen in Betracht zieht,
erhellt unmittelbar, wenn man dazu iibergeht, die ein-
gefiihrten Intensitatsfunktionen zu integrieren. Aus der
Definitionsformel (17) entspringt die Differentialgleichung

) G — — 1% . 4 i

Der Index (u) links oben soll andeuten, dass nur die
Verminderungen infolge von Sterblichkeit in Betracht
gezogen werden. Durch Integration findet man:

Log((f‘)l@ :/(— ,u?) < dx + C,

Aus der Bemerkung, dass in dem Augenblick, in
welchem die Beobachtung des Vorganges beginnt,

z=n und lg"==2z, ist, ergibt sich, dhnlich wie in § 9,
die Grosse der Integrationskonstanten ¢, zu

,=Togz,—[[(—u)- o],

Infolgedessen wird:
_ / g
e n

Die Zahl ™% ist demnach diejenige, auf welche

(/‘)l:a —_— Zn .

die urspriingliche Anzahl I;* =2z, herabsinkt, wenn
man nur die Verinderungen der Geesamtheit in Betracht
zieht, die sich infolge von Sterblichkeit einstellen, wenn
man also die zahlenméssigen Wirkungen der Invalidi-
tit auf den Bestand ausgeschaltet denkt; das heisst

(1) l:_a

aber: ist nichts anderes als die oben (in § 5) mit

2™ oder (W']3% bezeichnete Grosse, so dass:

T ___
—_— ”::a . dx

=zl =z. e @1)

ein Ausdruck, auf den iibrigens die Gleichung (17")
unmittelbar fithrt (vergl. den Schluss von § 9). Hieraus er-
sieht man, dass auch die Zahlen 2 der Reihe (2) not-
wendigerweise auftreten, sobald man die Intensitits-
funktion der Sterblichkeit integriert.

§ 14. Dies fiihrt weiter zum Begriff der ,partiellen
Lebenswahrscheinlichkeit eines Aktiven“. Betrachtet
man nimlich z-} 1 (statt £) als obere Grenze, so ver-
wandelt sich die Gleichung (21) in:

(1) —/ ,u? e
Brt1 = Z, € "
woraus durch Division mit (21):
41 2 41
A —/;‘._“-dx{—/pa?-dx _/Mﬁ.dx
x4+1
P — e n n — @ x
i
oder:
x+1
ad
_ — / tz - dx
(1) rpza: e i, (22)
P
denn das Verhiltnis ”(:;1 gibt, den gemachten Voraus-
2y

setzungen zufolge, die Wahrscheinlichkeit an?*), dass
eine aktive Person des Alters # das Alter x4 1 im
aktiven Zustand erreichen werde, unter der ausdriick-
lichen Voraussetzung, dass nur die Sterblichkeit auf
die betreffende Gesamtheit einwirke, dass der numerische
Einfluss der Invaliditit auf die in § 5, 1) angegebene
Weise ausgeschaltet sei.

1) Siche die Bemerkung am Schlusse von § 23.



— 1713 —

Zur strengen Formulierung der Definition von

(o) 'po® dient folgendes: man betrachte eine bestimmte,
z-jihrige, dem betreffenden Versicherungsbestande
der 2 Aktiven angehorige Person M*. Wird sie im
Alter x + Az invalid (wobei Az < 1), so tritt an
ihre Stelle sofort ein neues, (xz - 4x)-jihriges, aktives
Mitglied M%), Falls auch dieses vor Erreichung des
Alters x 4 1 invalid werden sollte, etwa nach Ablauf
der Zeitspanne Az, so tritt an seine Stelle sofort

wieder ein aktives Ersatzmitglied M’ vom Alter

z 4+ dx 4 Az, und so weiter, bis schliesslich ein
Jahr, vom Zeitpunkte x an gerechnet, verflossen ist.
Dabei werden nur die invalid Gewordenen durch neue
Mitglieder ersetzt, nicht diejenigen, die mit Tod ab-
gehen. Wenn z. B. die zuerst ins Auge gefasste Person
M® im Alter z 4 Ax verstirbt, so tritt kein Ersatz-
mitglied an ihre Stelle. Wenn es nun der Zufall fiigt,
dass gerade die betrachteten Personen von Invaliditit
betroffen werden, so treten an Stelle von M™ im
Laufe eines Jahres nacheinander ein:

() (1)
M, M§,

.......

Der echte Bruch ™’ p::_a driickt nun die Wahrscheinlich-

keit aus, dass die in der Gresamtheit der 2/ Aktiven
beliebig, aber bestimmt gewiihlte, x-jihrige Person M,
eventuell (falls sie némlich vor Ablauf eines Jahres
von Invaliditit betroffen wird) das an Stelle von M®
zuletzt eingetretene, neue Mitglied MY, das Alter
z + 1 erleben werde, und zwar im aktiven Zustande.

Die Wahrscheinlichkeit des kontriren Ereignisses
bezeichnen wir mit

(w)r &7: 1__®r aa

4, D, (22"

Dann driickt /r q:—“ die Wahrscheinlichkeit dafiir aus,

dass die in der Gesamtheit der 2%Y Aktiven beliebig,
aber bestimmt gewihlte, z-jihrige Person M*, eventuell
(falls nimlich M* vor Ablauf eines Jahres dienstunfihig
wird) das an Stelle von M zuletzt eingetretene Ersatz-
mitglied M{”, vor Erreichung des Alters z -1 sterben
werde, und zwar im aktiven Zustande.

Wir heben auch hier die schon am Schlusse von
§ 10 gemachte Bemerkung hervor, dass man bei der
vorliegenden Aufgabe eine von der gewohnlichen
Sterbensintensitit verschiedene ., partielle Sterbens-
intensitdt* nicht zu betrachten braucht, dass sich aber
die ,partielle Wahrscheinlichkeit* aufdriingt, sobald
man durch Integration zu endlichen Zeitintervallen
iibergeht. %)

?) Beziiglich der Benennung vergl. den Schluss von § 4.

§ 15. Endlich haben wir noch den Bestand B, der
yInvaliden® in Betracht zu ziehen. Schliessen wir vor-
liufig jede Reaktivierung aus, so vermindert sich seine
Mitgliederanzahl einzig durch Sterblichkeit. Es mége
zuniichst die Reihe (5) der Cﬁ‘) = lii zugrunde gelegt
werden, mit andern Worten: wir lassen einen anféing-
lich aus Z;") pDienstunfihigen® zusammengesetzten, °
geschlossenen (d. h. von Ein- und Auswanderungen
freien) Bestand absterben (ohne dass neue Mitglieder
beitreten). Bezeichnet (— 4%”) die Anzahl?) der Todes-
fille auf der Altersstrecke von x bisx + Ax, so wird
der Ausdruck “

_ o Ag ,

(g‘) <Az (23

als Mass der Sterblichkeitskraft fiir diese Altersstrecke

zu betrachten sein (vergl. § 6). Er liefert folgende

Definition der ,partiellen Sterbensintensitit der -
jihrigen Invaliden“:

- A8 1 4w
rE— i (___‘”_>—__ z 23
e = oxo\ . Az {9 dw 23)

§ 16. Betrachtet man aber die Gesamtheit der-
jenigen 12 Versicherten, die im Zeitpunkte z invalid
sind und aus dem urspriinglichen Bestande der z,
Aktiven hervorgingen, infolge Eintretens der Dienst-
unfihigkeit, so werden fortwihrend neue Mitglieder
beitreten, und eine ergéinzende Untersuchung erweist
sich als notig. Es sei (—(/‘)A l;’) die Anzahl!) der
Todesfille, die sich unter diesen Voraussetzungen auf
der Altersstrecke x..... x + Az ereignen. Man wird
dann die Sterblichkeitskraft um so hoher anschlagen:
1. je grosser (———(")Alg ); 2. je kleiner die Zeitspanne
Az und 8. je kleiner die Gruppe ist, aus welcher die
Verstorbenen hervorgingen (vergl. § 6). Diese Gruppe
setzt sich nun aus 2 Bestandteilen zusammen: a) die
schon anfinglich (im Zeitpunkte z) vorhandenen /i
Mitglieder; b) die wihrend der Zeitspanne Ax neu
hinzugetretenen. Da letztere aus dem Bestande der
Aktiven hervorgingen, ist ihre Anzahl:

) + dz .
(—») - 2" - dz,

T

(— )= —

oder, nach Anwendung des Mittelwertsatzes der In-
tegralrechnung:

(—— MAZ?) = Ax - Ve - l?_a

wobei £ einen, wenn auch nicht niher angebbaren, so
doch bestimmten, im Innern des Intervalles liegenden
Wert von z bedeutet: x <& <« - 4x. Die Sterblich-

1) Vergl. die Fussnote 1 in § 6.
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keitskraft auf der betrachteten Altersstrecke wird dem-
nach gemessen durch

(#)Ali_f
Az - (l§—|—Ax vy l‘:‘_“)
(1) 4 758
_ 1 . Al 24%)

B A ey 100 A
Nun gehen wir zur Grenze iiber, indem wir, gestiitzt
auf die Kontinuitdtshypothese, Az unendlich klein
werden lassen; dann ist, so lange der Grenziibergang
andauert, Iy eine endliche, festbleibende Zahl, dagegen
ve - Is" « dz zugleich mit dx eine verdnderliche, gegen
Null konvergierende Grosse. Nach vollzogenem Grenz-
iibergang bleibt demnach als Definition der ,Sterbens-
intensitdt der x-jahrigen Invaliden* folgender Ausdruck
iibrig:

= 1

-

(/t)dl:?
Mo — " 5 °

Zf pe (24)

§ 17. Um die Beziehung zwischen ,uz und ’,ui_"
aufzudecken, verfahren wir &hnlich wie in § 8 und § 12:
wir vergleichen die definierenden Ausdriicke (23") und
(24') miteinander. Zur Erleichterung nehmen wir an,
es handle sich um dieselbe Altersdifferenz Az, und es
seien die beiden ,fingierten Gesellschaften“, auf die
sich (23") und (24°) beziehen, im Zeitpunkte 2 von
gleicher Grosse, d. h. es gelte fiir den Moment x die
Gleichung:

fg‘) = lZ—I— Az - v« I° (25)
Die zu vergleichenden Ausdriicke haben dann gleichen
Nenner und es eriibrigt nur die Betrachtung ihrer
Zihler: (— 4:*) und (—“41;). Beide bedeuten eine
Anzahl von Todesfillen, die sich wihrend desselben
Zeitintervalles 4x und in zwei anfinglich gleich grossen
Gesamtheiten ereignen. Der Unterschied besteht einzig
darin, dass auf die erste dieser Gruppen nur eine Ver-
#nderungsursache, die Sterblichkeit, einwirkt, wihrend
die zweite Gtesamtheit ausserdem noch Zufluss an neuen
Mitgliedern erhidlt: die wihrend der Zeit Az invalid
werdenden Aktiven; ihre Anzahl wurde oben ermittelt,
sie ist:

(— A"y = Az - vy - 1
und diese liefern auch eine bestimmte Anzahl von

Todesfillen. Infolgedessen ist (— ™ Alf) >(— AC;" ),

Die Differenz Acz‘) — (“)Alf ermittelt man durch folgende
Uberlegung: wihrend des Zeitintervalles 4z treten dem

einen Bestande (— (")Alg_“) neue Mitglieder bei. Wenn

diese alle im gleichen Moment, némlich zu Anfang des
Zeitintervalles Az, der zweiten Gesamtheit beitriten,
so wiirden von ihnen, wihrend der gleichen Zeitspanne,

A2 _ _
h(@) = [ (—7418% .y . de=Ax - v; -
x

2. Ul de
T

mit Tod abgehen. (4x und &, folglich auch »; und 7t*,
bleiben konstant, wihrend die unabhéngige Verénder-
liche x das Integrationsintervall durchlauft. Das Schluss-
resultat bliebe sich gleich, wenn unter dem Integral-
zeichen ’uf an Stelle von uf geschricben wiirde.) Da
jedoch die neu Eintretenden nicht alle gleichzeitig und
am Anfang des Zeitintervalles 4x hinzukommen,
sondern sich erst im Verlaufe desselben einstellen, je
nachdem sich die Invalidisierungsfille unter den Aktiven
ercignen, liefern sie nicht A(x) Sterbefille, sondern
nur O - k(z), wobei 6 einen echten Bruch bedeutet:
0 <70 < 1. Dieselbe Anzahl 0 - k(x) stellt die gesuchte
Differenz dar, so dass die Gleichung gilt:

x4-Ar
AW —PpE=0 . Az v .zg“./ Tode
& @

Unsere Kontinuitdtshypothese gestattet es, den Mittel-
wertsatz der Integralrechnung neuerdings anzuwenden
und dieser Differenz die Form zu geben:

Agg‘)—(")dlﬁf= 0. Adx - v 1L Ax - ,ui,

wobei auch 7 einen im Innern des Intervalls liegenden
Wert vorstellt: « < # <« - dx. Nach Division durch
CZ‘) - Az und unter Beriicksichtigung der Gleichung
(25) ergibt sich hieraus weiter:

413

Aé'g‘) 0.y ]38 ,“E Az

Aw - 8 fg . (v - 129 T

Durch Grenziibergang verwandelt sich dieser Ausdruck,
vermdge der Gleichungen (23) und (24), in:

% aa )

i ,E_ ) laa
Mo — Mg = Vg * Ug ¢ b -

- dzx,

B4y, . da

denn bei verschwindendem Ax konvergieren & und 7
beide gegen x. Linker Hand steht nun eine endliche,
rechter Hand eine unendlich kleine, d. h. zugleich mit
dx gegen Null konvergierende Grosse. Nacl vollzogenem
Grenziibergang ist also

) F__

Mo = Ha (26)

Hiermit ist der in § 12 bewiesene Satz (dass sich
némlich die Sterbensintensitét in einem gegebenen Alter
nicht #ndert, selbst wenn man noch andere Vermin-
derungsursachen als das Sterben mit beriicksichtigt)



auch fiir den Fall bestiitigt, dass man eine Vermehrung
des Mitgliederbestandes in Beriicksichtigung zieht. Wir
konnen allgemein das Resultat aussprechen: Die Ster-
bensintensitit in jedem Alter ist unabhingig davon,
ob noch ein Zugang oder ein Abgang von Mitgliedern
aus andern Ursachen erfolgt, solange man an der
Kontinuititshypothese festhalten kann. Letztere ist
aber fiir das Bestehen dieses Satzes notwendig, wie
aus dem Beweis hervorgeht, denn auf unstetige Funk-
tionen ist bekanntlich der Mittelwertsatz der Integral-
rechnung im allgemeinen nicht anwendbar.

§ 18. Die durch die Gleichung (23) oder (24) defi-
nierte Sterbensintensitit der Invaliden fiihrt unmittelbar
auf den Begriff der , partiellen Lebenswahrscheinlichkeit
eines Invaliden®, Aus den genannten Gleichungen er-
gibt sich niimlich, zunichst durch Integration (dhnlich

wie in §§ 9 und 13):
7
-L/ﬁﬂﬁ - da
Wi ==z, " ;
(dabei wurde angenommen, dass im Augenblick, in
dem die Beobachtung des Vorganges beginnt, x =
und gl — 5 gei); ferner (dhnlich wie in §§ 10 und 14):
mtl

- — / ,uii - dx
[ . G (.u)rplz —e x

\/.“), )

@7

(f‘) ’ l;:_l x

und dieses Verhdltnis ist die Wahrscheinlichkeit 1)
dafiir, dass ein x-jihriger Invalide das Alter x 41
erleben werde, unter der ausdriicklichen Voraussetzung,
dass nur die Sterblichkeit auf den betreffenden Be-
stand einwirke.

Zur genauen Formulierung der Definition von ¢’ PZ
sei folgende Betrachtung angestellt: Man fasse eine
bestimmte, z-jihrige, dem betreffenden Versicherungs-
bestand der Z;ﬁ‘) Dienstunfiihigen angehorige Person M*
ins Auge. Falls sie im Alter z -+ 4x, wobei dz <1,
zu den Aktiven iibertritt, wird sie sofort durch ein
neues, (x -+ dx)-jahriges, invalides Mitglied MY er-
setzt; falls nun auch M wor Erreichung des Alters
z + 1, etwa im Alter x + Az + Az, wieder aktiv

werden sollte, tritt auch an Stelle von Mﬂ") sofort ein
neues, (x -+ dx 4+ Az,)-jihriges, invalides Ersatz-
mitglied MJ” dem Bestand der " Dienstunfihigen bei;
und so weiter, bis schliesslich, vom Zeitpunkte x an ge-
rechnet, ein Jahr verflossen ist. Wenn der Zufall es so
fiigt, dass gerade die ins Auge gefassten Personen zu den
Aktiven iibertreten, so kénnen, an Stelle von M und im

) Siehe die Bemerkung am Schlusse von § 23.
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Laufe eines Jahres, nacheinander, als Ersatzinvalide
neu eintreten:

Mﬁ"), 2#)’ e, MQ‘).

Dabei werden nur die reaktivierten, nicht aber die
mit Tod abgehenden, durch neue Mitglieder ersetzt.
Wenn also die urspriinglich ins Auge gefasste Person
M® im Alter x 4 Az stirbt, tritt kein Ersatzmitglied
an ihre Stelle (vergl. §§ 10 und 14).

Der echte Bruch pf driickt nun die Wahrschein-

lichkeit dafiir aus, dass die in der Gtesamtheit der CZ‘)
Invaliden beliebig, aber bestimmt gewihlte, x-jéhrige
Person M™, eventuell (falls sie ndmlich vor Ablauf
eines Jahres zu den Aktiven iibertritt) das an Stelle
von M® zuletzt eingetretene, neue Mitglied M%), das
Alter = + 1 erleben werde, und zwar im invaliden
Zustande.

Die Wahrscheinlichkeit des kontriren Ereignisses
bezeichnen wir konsequenterweise *) mit

(M)rqiz —_1 — (,u)rpf 27

Es ist die Wahrscheinlichkeit, dass die in der Gesamt-
heit der Ci") Dienstunfihigen beliebig, aber bestimmt
gewihlte, z-jihrige, invalide Person M*, eventuell (falls
nimlich M* vor Ablauf eines Jahres zu den Aktiven
iibertritt) das an Stelle von M/ zuletzt eingetretene
Ersatzmitglied M%%, vor Erreichung des Alters z - 1
sterben werde, und zwar im invaliden Zustande.

§ 19. Um die gestellte Aufgabe in voller All-
gemeinheit zu losen, bediirfen wir noch eines Masses
fiir die Reaktivierungsintensitéit. Fassen wir also einen
bestimmten, sehr gross vorausgesetzten Versicherungs-
bestand ins Auge, eine fingierte Gesellschaft, die an-
fanglich aus (% gleichaltrigen Invaliden besteht. Wir
nehmen zunichst an, es wirke ausschliesslich die Reak-
tivierung, nicht auch die Sterblichkeit, auf dieselbe ein,
was dadurch realisiert werden konnte, dass jeder mit
Tod abgehende Invalide sofort durch einen gleich-
altrigen Invaliden ersetzt wiirde. Die Mitgliederanzahl
im Zeitpunkte x bezeichnen wir mit lorg Cff).
Neben den in § 5 eingefiihrten fiinf Reihen miissen
wir jetzt noch eine sechste betrachten:

(o) rl'i"i’

(e)rl'ii" (@ryi
ny n+4-1 9 nt29y - - -

(e)rpi

. zy e

oder kiirzer geschrieben: (28)
)

2;2,97 Cfi{q) €£f_§_2,----, &-(5),....

Sie kéime dann zustande, wenn der Einfluss der
Sterblichkeit auf die oben angegebene Art ausgeschaltet

%) Vergl. die Fussnote 6 in § 4.



wiirde (vergl. auch § 5) und ist von allen in § 5 ein-
gefiihrten Ausscheideordnungen verschieden. Die Frage,
ob die Zahl Cf) bei wachsendem 2z schliesslich Null
wird, lassen wir hier unerortert, da sie fiir unsern
Zweck belanglos ist.

Um nun die Reaktivierungskraft in einem be-
stimmten Alter zu messen, sind folgende drei Grossen
gleichzeitig in Betracht zu ziehen: 1. die Menge der
Personen des betreffenden Alters x; ihre Anzahl sei
Cf); 2. die Menge der Reaktivierungsfille bis zum
Alter x 4+ Ax; diese Anzahl werde mit (— ACSC")) be-
zeichnet, nach der Gleichung?')

) (o) __ )
:z?—}-Aw_Ca:E —ACS

3. die Grosse der Altersdifferenz Azx.

Man wird dann berechtigt sein, die Reaktivierungs-
kraft um so hoher anzuschlagen, 1. je grosser (— Acgf));
2. je kleiner Cf) und 3. je kleiner Ax ist; der Ausdruck

Aé-ge)

— ﬂ (299
bildet demnach ein Mass fiir die Reaktivierungskraft
auf der Altersstrecke von x bis © + 4x. Die in § 6
angestellten Uberlegungen wiederholend, wird man, unter
Zuhiilfenahme der Kontinuitédtshypothese und vermittelst
des bekannten Grenziiberganges, den Ausdruck

()
o = — . % (30"
® L‘;@} dx

als ,partielle®) Reaktivierungsintensitit fiir das Alter
x“ bezeichnen.

§ 20. Will man eine Reaktivierungsintensitit o

dadurch definieren, dass man nicht die Reihe der {g’) ,
sondern die tatsiichlich sich einstellende Reihe der {_
(Reihe (4) in § 5) zugrunde legt, so wird man mit
(— ®A1%) die Anzahl der Reaksivierungsfille auf der
Altersstrecke «.... x - dx bezeichnen. Die Ge-
samtheit, aus welcher diese stammen, wird folgender-
massen gebildet: Die urspriinglich vorhandenen I, ver-
mindert um die wihrend der Zeitspanne Az Ver-
storbenen und vermehrt um die wihrend derselben Zeit
invalid gewordenen Aktiven, also:

i — (= “aif) 4 (= “a7)
x4z 2}z

g (= ) de— [ (- ) e

x

1) Vergl. die Fussnote 1 in § 6.
2) Beziiglich der Benennung vergl. den Schluss von § 4.
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oder, bei Benutzung der Kontinuitdtshypothese und
Anwendung des Mittelwertsatzes,
=1 — 4z - e B4 Az - vy o by

wobei £ und # beide zwischen x und x + 4 z liegen.
Wir setzen stillschweigend voraus, das Zeitintervall
Adx sei schon so klein, dass ein Versicherter withrend
dieser Zeit nicht mehr als zweimal den Bestand
wechseln kann; die Moglichkeit einer solchen Wahl
von Ax wird mathematisch gewihrleistet durch die
vorausgesetzte Differenziierbarkeit der betrachteten Funk-
tionen, denn durch diese Voraussetzung werden solche
Funktionen ausgeschlossen, die in einem endlichen
Intervall unendlich viele Oszillationen aufweisen !). Die
Reaktivierungskraft auf der betrachteten Altersstrecke
wird demnach gemessen durch

(e Alf
(E — do - E g dzov, 1) Az
Lésst man nun Az unendlich klein werden, so kon-
vergieren & und 7 beide gegen x, und aus obigem

Ausdruck wird folgende Definition der ,Reaktivierungs-
intensitidt beim Alter x*:

(29)

1 @gF

(30)

0, = —

§ 21. Zu einer Beziehung zwischen den beiden
Reaktivierungsintensititen ‘o und o  gelangt man
durch Vergleichung der definierenden Ausdriicke (29°)
und (29). Wird angenommen, dass es sich in beiden
Fillen um dieselbe Altersdifferenz Az handelt und
dass die beiden Versicherungsbestinde, auf welche sie
sich beziehen, anfinglich von gleicher Grosse sind, so
dass fiir den Zeitpunkt x die Gleichung

(O = — Az pf W dx o, B (8D)
besteht, so haben dic zu vergleichenden Ausdriicke
gleiche Nenner. Man iiberzeugt sich dann, dass die
Zghler (— Ag“gf)) und (— (E)Alii) im allgemeinen un-
gleich sind und dass sich ihre Differenz wie folgt
darstellen ldsst (vergl. §§ 8, 12 und 17):

(— A — (— ) = O — 4@ —

x4 dx

o _ +Ax
Ol.Ax./Aéz.l;l./gx- dx—ez.Ax.vq.l:a /:)m dz,
x

T
wobei 6 und 6, positive, echte Briiche vorstellen.

Aus der gesuchten Differenz Ag“f) — (Q)Alzb wird,
nach abermaliger Anwendung des Mittelwertsatzes, die
dank der Kontinuitdtshypothese zulidssig ist:

1) Vergl. die Fussnofe 1 in § 25.
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Gz-A.'I:-v,,~ZZ'a-Aw-Ql—GI <Az p -lz:L-A.’E'Q;'

wobei auch 1 zwischen x und (z + 4dx) liegt.

Dividiert man jetzt durch Az - é'g‘), unter Be-
riicksichtigung der Gleichung (81), und geht man dann
zur OGrenze iiber, so konvergieren die Werte &, » und
2 alle drei gegen z und man erhilt:

g e e 0 sl
T WO B 1) e

Da linker Hand eine endliche, rechter Hand da-

gegen eine unendlich kleine, zugleich mit dxz gegen

Null konvergierende Grosse steht, so ist nach voll-
zogenem Grenziibergang

0, = "0, (32)

§ 22. Von der Reaktivierungsintensitit ausgehend,
gelangt man auf dem Wege der Integration zunichst
zu den Zahlen §;“’) der Reihe (28) (dhnlich wie in § 9

(v)
— / 0, - dx
" ) (33)

zu den 23°):
unter der Annahme, dass der Anfangszustand definiert
sei durch:

L dx

(g)llz — Cf): zn -0

2 = n und (9)'lff = 2y}
ferner zum Begriff einer weiteren ,partiellen Wahr-
scheinlichkeit“ (analog der in § 10 cingefiihrten):

z+1
g i — - dax
a)'lif-ﬂ _ @),p'fz —e K Oz )

@ - ?

(34)

(o)r lg

es ist die Wahrscheinlichkeit!), dass ein x-jihriger
Invalide das Alter « + 1 als Dienstunfihiger erleben
werde, unter der ausdriicklichen Voraussetzung, dass
iiberhaupt nur die Reaktivierung auf den Bestand
einwirke.

Zur genauen Formulierung der Bedeutung von
(")'pif bedarf es ciner Betrachtung, die der in § 10 zur
Definition von pf‘ angestellten ganz &hnlich ist; es
sind nur die Worte ,aktiv® und ,invalid* miteinander
zu vertauschen. Die Vorstellung ist also dabei folgende:
Alle aus dem Bestande der é‘;") Dienstunfihigen durch
Tod Ausscheidenden, und nur solche, werden sofort durch
gleichaltrige Invaliden ersctzt. Der echte Bruch (Q)'Z’f
ist nun die. Wahrscheinlichkeit dafiir, dass cin in der
betrachteten Gesamtheit der 55') Invaliden beliebig, aber

') Siehe die Bemerkung am Schlusse von § 23.

bestimmt gewéhlter, z-jahriger Versicherter M@, even-
tuell (falls nimlich M® vor Ablauf eines Jahres verstirbt
und infolgedessen durch einen gleichaltrigen ersetat
wird) das letste, an seine Stelle eingetreteng Ersatz-
mitglied M®, das Alter # 41 erleben werde, und zwar
ohne vorher in die Reihen der Aktiven iiberzutreten
(vergl. § 10).

Die Wahrscheinlichkeit des kontréiren Ereignisses
bezeichnen wir mit
(34)

r ()r %
r,=1—""p,

'r, ist die Wahrscheinlichkeit, dass die in der betrachteten
Gtesamtheit der Cf) Invaliden beliebig, aber bestimmt

gewiihlte Person M'?, eventuell (falls nimlich M® vor
Ablauf cines Jahres verstirbt und infolgedessen durch
eine andere Person crsetzt wird) das letate an Stelle
von M@ cingetretene Ersatzmitglied M® vor Errei-
chung des Alters x -+ 1 wieder in die Reihen der

Aktiven iibertreten werde.

§ 23. Der oben durchgefiihrte Beweis, der mit der
Gleichung o = g cndigt, lisst sich, mutatis mutandis,
auf jede andere Intensitdtsfunktion iibertragen. Das
allgemeine Resultat lautet: Jede der Intensitiitsfunk-
tionen ug’, 1y, ve und o Dleibt, bei festgelhaltenem x,
ungedindert, auch dann, wenn man die gleichzeitige Wir-
kung aller drei Veranderungsursachen (Sterben, Inva-
lidisierung wund Reaktivierung) beriicksichtigt. Wéhrend
man demnach, bei der hier vorliegenden Aufgabe, von
der Einfithrung , partieller Intensititsfunktionen* ab-
sehen kann, dringen sich dagegen die ,partiellen
‘Wahrscheinlichkeiten“ auf, sobald man durch Integra-
tion zu endlichen Zeitintervallen iibergeht.

Der obige Beweis ist aber noch weittragender und
das soeben erhaltenc Resultat bleibt auch dann noch
bestehen, wenn auf die unter Beobachtung stehende
Personengruppe eine beliebig grosse, endliche Anzahl
von Veriinderungsursachen gleichzeitig einwirkt (Tod,
Invaliditdt, Verwitwung, Krankheit, Reaktivierung,
Heirat, freiwilliger Austritt, Neucintritte u. s.w.). Diese
Veriinderungsursachen, so zahlreich siec auch sein mi-
gen, werden sich immer in zwei grosse Kategorien
einteilen lassen: 1. solche, dic einen Abgang von Mit-
gliedern, eine Verminderung des Bestandes, verursachen ;
2. solche, dic cine Vermehrung der Mitgliederanzahl
bewirken. — Alle Verdnderungsursachen der ersten
Kategoric, infolge deren sich also die Reihen der Ge-
sellschaft lichten, kénnen zu einer resulticrenden Ver-
minderungsursache zusammengefasst werden. Die Ge-
samtzahl der withrend der Zeitspanne von z bis x 4 4z
weggckommenen, vom betrachteten Bestande losgelosten
Personen ist dann angebbar; wir kinnen diese Anzahl,

23



um die Bezeichnungen von § 20 beizubehalten, mit

(— (")Alg) bezeichnen. — Alle Veréinderungsursachen
der zweiten Kategorie, infolge deren sich also die
Reihen ,der Gesellschaft verdichten, konnen ebenfalls
zu einer resultierenden Vermehrungsursache zusammen-
gefasst gedacht werden. Die Gesamtzahl der, wihrend
der Zeitspanne von x bis & + 4x, zu dem Bestande
neu hinzugekommenen Mitglieder ist angebbar; sie sei

(— ) Al;_—“), um wieder dic Bezeichnungen von-§ 20
beizubehalten. Es erhalten dann auch die Zeichen

,uﬁ und », von § 20 einc entsprechend abzuindernde
Bedeutung: an Stelle von uZ tritt dic ,Ausscheidens-
intensitéit* oy, an Stelle von », die , Vermehrungs-
intensitdt* f .

Unter diesen Voraussetzungen ldsst sich aber dann,
mutatis mutandis, der ganze in § 21 gefiihrte Beweis
fiir jede Intenmsitiitsfunktion wortlich wiederholen. An
Stelle von zwei Veréinderungsursachen, einer vermeh-
renden und eincr vermindernden, treten dann zwei
Kategorien von Veriinderungsursachen, gewissermassen
zwei Resultierende. — Damit ist aber bewiesen, dass
irgendeine Intensititsfunktion bei festgehaltenem Alter
denselben Wert behdlt, welchen Veriinderungen auch
die unter Beobachtung stehende Gruppe von Personen
unterworfen ist, vorausgesetzt nur, dass sie aus Gleich-
altrigen bestelt. Zugleich crkennt man, dass die In-
tensitit einer Veriinderungsursache cine Grosse ist,
der eine selbstindige Bedeutung zukommt, dass sie
von ,fremden“ Einwirkungen ganz unabhingig ist, so-
bald nur die ,Massc“, auf welche die betreffende Ver-
dnderungsursache einwirkt, als Funktion der Zeit be-
trachtet, cine differenziierbare Funktion darstellt.

In seiner ,Finanzlage der Gothaischen Staatsdiencr-
witwen-Societit am 31. Dezember 1890%, einer klas-
sischen, 1893 erschienenen Arbeit, S. 42—45, hat Herr
Professor J. Karup ohne Zuhiilfenahme der Integral-
rechnung diesen Beweis fiir die Heiratsintensitit ge-
fiihrt ). Der hier gegebene hat den Vorteil, die
mathematisch notwendigen Voraussetzungen klar her-
‘vortreten zu lassen: Die Differenziierbarkeit der auf-
tretenden Funktionen, sobald man Wechselwirkung
zwischen mehreren Bestinden zuldsst. (Vergl. Fuss-
note 1 in § 25.)

1) In der Formel (e), auf Seite 44 der eben zitierten Karup-
schen Arbeit, steht aus Versehen im Zahler des ersten Bruches,
welcher ¢ multipliziert, P(¢) statt 1. Der Fehler hat sich in der
zweitvorhergehenden Formel eingeschlichen; die rechte Seite der

Hit+ 1t) —H®

0 heissen,

betreffenden Gleichung sollte nieht

wie dort steht, sondern cinfach H (¢ 4+ 4¢) — H (). Das Versehen -

beeinflusst jedoch das Endresultat nicht.
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Gestiitzt auf dies Resultat und auf die gemachten
Voraussctzungen konnen wir jetzt dazu iibergehen, die
allgemeinen Differentialgleichungen aufzustellen, durch
welche die vorliegende Aufgabe eine mathematisch
scharfe Formulierung erhilt.

Bemerkung. Man konnte versucht sein, die An-
wendbarkeit der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf par-
tielle Wahrscheinlichkeiten zu bestreiten, weil dieselben
den formalen Bedingungen eines Wahrscheinlichkeits-
bruches nicht geniigten. Diese Bedingungen bestehen
bekanntlich in folgendem: 1. der Nenner muss eine
Anzahl von gleich moglichen ,Fillen“ zdhlen, die alle
cinen bestimmten Verlauf nehmen konnien; 2. der
Ziihler des Bruches muss die Anzahl derjenigen unter
diesen Fillen angeben, welche jenen bestimmten Ver-
lauf tatsdchlich genommen haben. Mit andern Worten:
Die Menge, auf welche sich der Zihler bezieht, muss
als Teilmenge in der durch den Nenner des Bruches
abgezéhlten enthalten sein; Zikler und Nenner
miissen sich beide auf ein und dieselbe Gesamiheit
beziehen.

Dieses Merkmal einer Wahrscheinlichkeitsgrosse

a .
kann dem Bruche — nicht zugesprochen werden, wenn

L

z. B. der Nenncr L die zu Anfang eines Kalender-
jahres vorhandene Bevolkerung eines Landes, und der
Zghler d die in dem gleichen Lande wihrend desselben
Kalenderjahres sich ereignenden Todesfdlle angibt,
denn unter diesen d Todesfillen sind dann auch die-
jenigen mitgezéhlt, die von Kindern herriihren, welche
erst im Verlaufe des Jahres geboren wurden; Zihler
und Nenner beziehen sich dann also nicht auf dieselbe
Gesamtheit. Es soll hiermit die Niitzlichkeit solcher
statistischer Verhéltniszahlen durchaus nicht in Frage
gestellt werden; nur muss man sich hiiten, die Sitze
der Wahrscheinlichkeitsrechnung ohne weiteres auf sie
anzuwenden, will man nicht zu unrichtigen Resultaten
gelangen.

Obiger Bruch % erhilt erst dann die Bedeutung

einer Wahrscheinlichkeitsgrosse, wenn unter L ver-
standen wird: die zu Anfang des Jahres vorhandene
Bevolkerung vermehrt um die Anzahl der wéihrend des
Jahres Geborenen; dann erst gibt der Zihler d an,
wie viele von den im Nenner geziihlten ,Féllen“ den
fraglichen Verlauf (in diesem Beispiele: den todlichen
Ausgang) tatsichlich genommen haben.

Den gleichen Einwand wie beim Bruche % konnte

man nun gegen eine partielle Wahrscheinlichkeit zu
erheben versucht sein. Nehmen wir als Beispiel :

— (1)
(1), aa __ zm—i—l
x zz:)
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Wie schon in § 14 ausgefiihrt, bedeutet dieser echte
Bruch die Wahrscheinlichkeit, dass eine in der Ge-
samtheit der 2{ Aktiven beliebig, aber bestimmt ge-
wihlte, x-jihrige Person, eventuell (falls sie ndmlich
vor Ablauf cines Jahres von Invaliditiit betroffen wird)
das an ihre Stelle zuletzt cingetretene Ersatzmitglied,
das Alter z 4+ 1 im Zustande der Aktivitit erleben
werde. Weil nun der Einfluss der Invaliditit dadurch
ausgeschaltet gedacht wird, dass ,Ersatzmitglieder® an
Stelle der von Invaliditit Betroffenen eintreten, sind
nach Ablauf eines Jahres, also im Zeitpunkte x 4 1,
nicht nur solche Mitglieder der fingierten Gesellschaft,
die urspriinglich und im Zeitpunkte x vorhanden waren,
da, sondern auch die wihrend des Jahres nach und
nach eingetretenen , Ersatzmitglieder*; letztere figurie-
ren demnach wohl im Zghler z.({if_l, aber nicht im
Nenner 247, Es liegt also nahe, cinzuwenden, dass in

diesem Falle (gerade wie frither beim Bruche —;i;—) die

Menge, die im Zihler zgi, steht, nicht als Teilmenge
in der durch den Nenner 20/ abgeziihlten cnthalten
sei, dass sich demnach Zihler und Nenner nicht auf
ein und dieselbe Gesamtheit beziehen und infolgedessen
(Wrp®t keine richtige Wahrscheinlichkeitsgrisse sei.
Sollten die an Wahrscheinlichkeitsbriiche zu stellenden
formalen Bedingungen erfiillt werden, so miisse unter
2% verstanden werden: dic im Zeitpunkte = vorhan-
denen Mitglieder vermehrt um diejenigen, die im Laufe
des Jahres an Stelle der Invalidgewordenen eintreten.

Indessen ist dieser Einwand nicht stichhaltig. Beim
Begriffe der partiellen Wahrscheinlichkeit besteht nim-
lich das Wesentliche darin, dass der Einfluss einer
Verinderungsursache ausgeschaltet werde, aber nicht
darin, auf welche Art und Weise diescs Ausschalten
vorgenommen wird. Fassen wir wieder das oben ge-
wihlte Beispiel von (‘")’_p? ins Auge, so braucht man
durchaus nicht an der Vorstellung festzuhalten, der
Einfluss der Invaliditit werde dadurch aufgehoben,
dass neuc Mitglieder an Stelle der von Dienstunfihig-
keit betroffenen eintreten. Man kann sich etwa denken
(wohl nur theoretisch, aber hier handelt es sich auch
nur um ecine theoretische Auseinandersetzung), jedes
invalid gewordene Mitglied werde auf der Stelle wieder
gesund gemacht, durch den Wunderstab einer giitigen
Fee, und konne unter denselben Bedingungen in seinem
Berufe gleich weiterarbeiten. Bei dieser theoretisch
wohl miglichen Ausschaltung der Dienstunfihigkeit
iibersieht man ohne weiteres, dass die am Schlusse
des Jahres noch vorhandenen zgﬁq)_l Personen einen Teil
der am Anfange des Jahres vorhandenen 24/ Mitglieder
bilden, dass sich demnach Zihler und Nenner des

Bruches, durch den (")'p? definiert wird, auf ein und

diesclbe Gesamtheit beziehen, und dass infolgedessen
besagter Bruch, weil er die notwendige formale Be-
dingung erfiillt, tatséchlich das Merkmal einer Wahr-
scheinlichkeitsgrosse besitzt.

Es erhellt ohne Miihe, dass iihnliche Uberlegungen
fiir alle andern oben behandelten Wahrscheinlich-
keiten, und allgemein fiir jede solche Grosse, angestellt
werden kdnnen, auch ohne den Wunderstab einer giitigen
Fee zu Hiilfe zu rufen. Die Idee, je nach Bediirfnis , Er-
satzmitglieder® in die durch ,fremde Einfliisse“ ge-
lichteten Reihen ecintreten zu lassen, hatte nur den
Zweck — namentlich im Anfange des durch J. Karups
Gutachten von 1875 entfachten Streites — ecin auf
natiirlichem Wege realisierbares Mittel anzugeben,
wie ,fremde Einfliisse* ausgeschaltet werden konnten.
(Vergl. hicrmit § 53.)

§ 24. An dic zu Anfang dieses Kapitels angestell-
ten Betrachtungen ankniipfend fassen wir ecinen sehr
gross vorausgesetzten Versicherungsbestand B ins Auge,

einc fingierte Gesellschaft bestchend aus Iz* gleich-
altrigen aktiven Personen gleichen Geschlechtes, die
zu gleicher Zeit, am gleichen Ort und unter gleichen
Lebensbedingungen densclben Beruf ausiiben, ferner

einen zweiten dhnlichen Bestand B;, der I ,Invalide*
desselben Alters z zéhlen moge. Von letzteren wird
vorausgesetzt, dass sie simtlich aus dem Bestande der
Aktiven stammen, indem sie im Laufe der Zeit ,,dienst-
unfihig® wurden (gleichgiiltig, aus welchem Grunde,
ob durch Unfall, oder durch Krankheit, oder infolge
vorgeriickten Alters, wic bereits oben in § | bemerkt
ist). Wir nehmen endlich an, zwischen diesen beiden
Gesamtheiten finde dic in § 2 geschilderte 'Wechsel-
wirkung statt: B und B, biissen an Grisse cin, da
in beiden die Mitglicder nach und nach absterben, B,
erhilt aber Zuwachs durch die aus B, kommenden,
pinvalid® werdenden Aktiven, und B seinerseits wird
vermehrt durch die aus B; stammenden, reaktivierten
pInvaliden“. Den Umstand, dass die Sterblichkeitsver-
héltnissc im Bestande der Aktiven durch die Reaktivie-
rung beeinflusst werden konnten, weil die aus den Reihen
der ,Invaliden“ wieder Heriiberkommenden nicht mehr
die gleiche Lebenskraft besitzen, wie diejenigen, die
immer aktiv geblieben sind, lassen wir ganz ausser
Betracht. Wir nehmen vielmehr an, ein z-jihriger Ak-
tiver habe eine bestimmte, von seinem Alter x ab-
héingige Lebenswahrscheinlichkeit pi* und diese sei
dieselbe, gleichgiiltig, ob der betreffende voriibergehend
arbeitsunfihig gewesen ist und frither schon einmal zu
den Invaliden gehért hat oder nicht.

Diese Voraussetzung besagt nicht, dass die Sterbens-
intensitit einzig und allein vom Alter abhiingig, dass
die Einwirkung anderer Faktoren ausgeschlossen sei.



Es wird im Gegenteil zugelassen, dass z. B. jede Berufs-
art einen ihr eigenen Verlauf der Sterblichkeit auf-
weise. Nur die Beeinflussung der Mortalititsverhéltnisse
innerhalb ein und derselben bestimmten Aktivengruppe
durch Zuzug neuer Mitglieder wollen wir ausschliessen,
nicht nur, um die Aufgabe zu vereinfachen, sondern
auch weil (bis jetzt wenigstens) nicht die notigen Be-
obachtungsdaten vorliegen, die es moglich machen
wiirden, eine derartige Beeinflussung zahlenmissig genau
zu beriicksichtigen.

Betrachten wir nun den aus 3" Aktiven zusammen-
gesetzten Bestand B, fiir sich. Wahrend des Zeitinter-
valles von z bis x 4 4z erfihrt er eine bestimmte
Verénderung:

a au e
Al = x4 T la; )

welche die Resultierende aus drei Komponenten ist:
1. Verminderung infolge von Sterblichkeit; 2. Ver-
minderung infolge von Invaliditit; 3. Vermehrung

infolge von Reaktivierung. Die betreffenden Anzahlen

stehen also in folgendem Zusammenhang:
(— a7) = (— @ar) 4 (= ar) —

oder

( . (Q)AZE)

A == g2 O

indem man jedes Glied dieses Trinoms mit X Az
erweitert, findet man:

I (1) ax .
R S
e Az
(v) q70a _
1_ NCEN 1. Az
[l Ax
(o) 47t
I Ax

Lassen wir jetzt das Zeitintervall 4z immer kleiner
und kleiner werden, unter Heranziehung der Konti-
nuititshypothese, und beriicksichtigen wir die oben
gegebenen Definitionen von u3* [Gleichung (17)], wa
[Gleichung (24)], », [Gleichung (8)] und g, [Gleichung
(30)], so wird schliesslich fiir eine unendlich kleine
Zeitstrecke :

A = — )@ 1 dp— v, I A o, - 1 - da
oder

aa _ _ —
dlm aa

dx :lz 0, (D (/"w + ”r)

(35)
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Ganz analoge Betrachtungen gelten fiir B,, den
Bestand der Invaliden. Sie liefern eine Gleichung von
derselben Gestalt, némlich:

g =

aa il
dz =1l v— -

Wte)  @36)
So hat sich ein System von zwei simultanen Dif-
ferentialgleichungen ergeben, in welchem wir die vier

Intensitdtsfunktionen ,u;'?, pa, v, und 0, als bekannt

ansehen werden. Es gilt, zwei Funktionen z, = I;*
und & =15 zu finden, welche diesen beiden Glei-
chungen Geniige leisten. Das System der zwei simul-
tanen Differentialgleichungen ist die erste analytische
Ausdrucksform des hier vorliegenden Problems.

§ 25. Es ist zu bemerken, dass man noch auf
anderem Wege zu diesen Differentialgleichungen ge-
langen kann. Anstatt die vier Verdnderungsursachen
(deren Intensititen durch ua%, p, v, und o, charakteri-
giert werden) miteinander und gleichzeitig wirken zu
lassen, ldsst man sie nacheinander ihren Einfluss aus-
itben. Zunichst ein endliches Zeitintervall Az betrachtend,
ermittelt man sukzessive:

1. Die Veridnderung der zwei Bestinde infolge der
Sterblichkeit der Aktiven;

2. die durch Invaliditit in den so verinderten Be-
stinden hcrvorgerufenen neuen Verinderungen;

3. die durch die Sterblichkeit der Invaliden hervor-
gebrachten abermaligen Verdnderungen der schon
zweimal becinflussten Gesamtheiten;

4. die durch Reaktivierung verursachten neuen Ver-
dnderungen beider Gesamtheiten.

Es wire dabei denkbar, dass cin versichertes Mit-
glicd wihrend des Zeitintervalles Ax aus B, nach B,
iibertriite und gleich darauf, etwa infolge eines Un-
falles, wieder dienstunfihig wiirde, und so mehrmals
den Bestand wechselte. Man miisste demnach von vorn-
herein Az so klein wihlen, dass wihrend dicser Zeit
cin derartiger Wechsel nicht mehr als zweimal ein-
treten kann. Die in § 3 vorausgesetzte Differenziier-
barkeit der Funktion z(z) ermoglicht immer eine
solche 'Wahl, und hieraus ist crsichtlich, dass auch
diese Voraussetzung der Differenziierbarkeit von 2(x)
und von {(x) notwendig ist?!).

1) Vom streng mathematischen Standpunkt aus geniigt die An-
nahme der Stetigkeit von z,, nicht, denn seit Weierstrass weiss man
bekanntlich, dass es stetige und doch nicht differenziierbare Funk-
tionen gibt. Da aber eine differenziierbare Funktion notwendiger-
weise auch stetig ist, lautet die einfachste mathematische For-
mulierung unserer Kontinuititshypothese (vergl. § 3): Es wird die
Differenziierbarkeit der auftretenden Funktionen vorausgesetzt.



Alle soeben unter 1. bis 4. aufgezéhlten Verdnde-
rungen lassen sich durch bestimmte Integrale, erstreckt
zwischen den Grenzen z und x 4 4z, genau an-
geben, auch ohne dass es dazu nétig wire, iiber den
Verlauf von Sterblichkeit, Invalidisierung oder Reak-
tivierung irgendeine spezielle Annahme zu treffen,
abgesehen von der Stetigkeit des Vorganges. Eine
mehrmalige Anwendung des Mittelwertsatzes der In-
tegralrechnung gestattet zunédchst eine Vereinfachung
der erhaltenen Ausdriicke, mit denen man alsdann den
Grenzprozess durchfithren kann. Das Resultat ist wieder
obiges System von simultanen Differentialgleichungen
(35) und (36).

Eine derartige Herleitung besagter Gleichungen,

moge hier, wegen der ihnen zukommenden prinzipiellen
Wichtigkeit, kurz skizziert werden:

Urspriinglicher Bestand der fingierten Gesellschaf-
ten: B, zihlt 2z, Mitglieder; B, zihlt { Mitglieder.

1. Einwirkung der Sterblichkeit der Altiven: Dic
Anzahl der Todesfille in den Reihen der Aktiven
wihrend der Zeitspanne Ax betrigt:

x| Az
(—"dz) = — (— yg“) c 2y dr = Ax - us"

T

wobei x < & <z + Aux.
Verinderter Bestand der Versicherten: B zihlt jetat

©Rry

(1)

z,,—Aoc-,u($ 2, = 2

3
Mitglieder; B, zihlt deren (.
2. Finwirkung der Invaliditit auf die verinderten

Bestinde: Die Anzahl der Invalidititsfille wihrend
der Zeitspanne Ax betrégt:

z--Ax

(—Y4LP) = — [(—w) - 2P de=dax - v, - 2,

wobei & <5y <7z -+ 4z.
Verinderter Bestand an Versicherten: B zihlt jetat
&) — Az - Yy z(l) =z

Mitglieder; B, zihlt jetat
C LA, ) =

1/
Versicherte.

1
tw

3. Einwirkung der Sterblichkeit der Invaliden auf
die verdnderten Bestinde: Die Anzahl der Todesfille
in den Reihen der Invaliden wihrend der Zeit Adx
betriigt nunmehr:
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x-}-dx

. /tx) . ey

(1)
Qx e ?

( (")AZ(I)) _ cdr=Ax .yl ¢

wobei x <7 6 < x 4 4.

Verinderter Bestand an Versicherten: B zihlt jetat
zf) Mitgliederj B; aber:
(e =

4. Finwirkung der Reaktivierung auf die ver-
dnderten Bestinde: Die Anzahl der Reaktivierungs-
fille wihrend des Zeitintervalles Ax betragt:

~ oy

wobei xz << r < x -} 4.

(— Ya?) = cdz=dz - o, - ¥,

Verinderter Bestand an Versicherten :
mehr

B, zahlt nun-

20+ dx - o, - (P =2
Mitglieder, und B,:

(2) ~(2)
) —dx -0, {7 =¢;

x

5. De1 Bestand B, zihlte urspriinglich 2, , nun-
mehr 2 Mitglieder; folglich betriigt die durch suk-
zessive Einwirkung von Sterbhchkelt Invaliditit und
Reaktivierung hervorgerufenc fotale Anderung der An-
zahl der versicherten Aktiven:

Azg =70 — 2,
Substituiert man an Stelle von z(f), z(:), 2 ), ;2), n
die obigen Ausdriicke, so findet man:
Az, wa aa
o= s b —de 2
(4 dx v, - (z,, — dx - ‘uga’ - z,__)
te.- ii
— dr - pg - (§G+Ax Sy [ — Ax - y zs])
oder
Az, aa .
A—.’IC:L - ___‘uga : z:f — V)t &y + 97- ' S'I‘
] an i
+ Ax-l,,” . ‘u‘g" . zE + 97‘ SV 2y — 0, * Mg é'e}

- (Ax)2~{y,] R fu'g‘a :

z
s Mg - U

+ (d2)* - vy -,

Geht man nun zur Grenze iiber, indem man Az —0
werden ldsst, so konvergieren #, 0, » und & gegen z,



da sie alle zwischen 2 und « 4 Ax liegen. Nach
vollzogenem Grenziibergang ist 4x Null geworden, und
obige Gleichung hat sich in die folgende verwandelt:

dz i -
dxz:_‘uga'z”_—vz‘z‘”—*—gx'ém’

welche mit der in § 24 auf anderm Wege abgeleiteten
Gleichung (35) identisch ist. — In &hnlicher Weise
leitet man aus der totalen Anderung A8, = §f) — ¢,
die Gleichung (36) des § 24 ab.

Indem man die Reihenfolge, in der die vier Ver-
inderungsursachen nacheinander wirksam gedacht wer-
den, variiert, kann man auf 24 verschiedenen Wegen
vorgehen. Fiir endliche Zeitintervalle 4x gelangt man
dabei im allgemeinen zu verschiedenen Resultaten.
Sobald man aber den Grenzprozess durchfithrt, redu-
zieren sich alle auf dieselben Gleichungen (35) und
(36). Der Nachweis hiervon bietet keine prinzipiellen
Schwierigkeiten. In unserer Darstellungsweise ist er
iiberfliissig, denn wir haben in § 21 nachgewiesen,
dass keine der Intensititsfunktionen sich dndert, wenn
man, bei festgehaltenem Alter z, mehrere Verdnderungs-
ursachen gleichzeitig beriicksichtigt.

§ 26. Zur Abkiirzung der Schreibweise moge vor-
iibergehend gesetzt werden (vergl. Schluss von § 2):

T2 W = ((@); n—F())

le =1{; 1 = q(x); o, = D(x) 37)
anee ar (
— . I __ C' 1
dx )i dz ) ]

Unsere Differentialgleichungen (35) und (36) lauten
dann:
d=C-B@)—z- () + F@)
=2-F(x)—{-(p(x) + P(w)
Durch einmalige Differentiation erhélt man hieraus,
“wenn zur Abkiirzung das Argument x iiberall unter-
driickt wird:

2 == 4 [ — 2 (f+ F)— 2. (/" + F') (35)
("=2-F+2F —{-(p+ D) — {(¢ + D) (36)
Der Wert von { crgibt sich aus (35):

P T

(35)
(36)

dann derjenige von (' aus (36):

y o g,
¢ :z-F——(E—_g—— . {z +z-(f+F)}

') Vergl. die Fussnote 6 in § 4.
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Beide in (35°) substituiert verwandeln diese Gleichung in:

=a ) () =1 o—r—F)

')
(7)) I

—# o+ P44 F— (38)

Durch Vertauschung der lateinischen Buchstaben mit
den entsprechenden griechischen und umgekehrt (vergl.
den Schluss von § 2) erhdlt man das Resultat der ent-
sprechenden auf (36") angewandten Transformation:

c=t o+ (%

P

, F’
—¢ A Ftp+o—F @9
Diese gewohnliche homogene Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung bildet eine zweite analytische Ausdrucks-
form des hier vorliegenden Problems.

Die Ordnung der Gleichung (38) kann leicht auf
die erste erniedrigt werden. Bezeichnet man zur Ab-
kiirzung den Koeffizienten von 2’ mit % (), denjenigen
von 2z mit k,(z), so wird aus (38):

2=z -k(x)+ 2z kx)

Eine einmalige Integration wird durch Einfiithrung einer
neuen Funktion

(38)

U = i 40’
=2 (40
geleistet; diese Substitution liefert ndmlich:
‘r 12 n ’ 2 ) r
22—z 2 z z
u,:— 2 :———I—(—) = — +202
2 2 2 z
’r
woraus: = u?— o

Die Gleichung (38") verwandelt sich dann, nach Di-
vision durch z, in folgende:

W=+t u- k) —kx) (40)

Das ist aber eine allgemeine Riccattische Gleichung.

Eine weitere formelle Vereinfachung wird durch
die Substitution

1 ' :
v =u -4 5 k (x), woraus u’ = v’ — % < ky(x),
erzielt; denn die Gleichung (40) geht dann iiber in:

B an



Dabei ist g(x) eine Abkiirzung fiir den Ausdruck:
1 , 1 9
9 = - K@) — ) — k@)
'
20

1

Jpto—r—F—5 L]
5o (o —r— =)

AP AT o Pt

Die Gleichung (41) ist eine driffe analytische
Ausdrucksform unserer Aufgabe; das Problem ist
hiermit auf die Auflosung einer allgemeinen Riccatti-
schen Gleichung zuriickgefiihrt.

Die Aquivalenz der allgemeinen Riccattischen
Gleichung mit der speziellen linearen Differentialglei-
chung zweiter Ordnung (38’) ist einc bekannte Tatsache
und wurde schon von den ersten Mathematikern, die
sich mit Spezialfillen der Riccattischen Gleichung be-
schiftigten, besonders von Leonhard Euler, hervor-
gehoben. J. F. Riccatti ist selber zur Gleichung, die
seinen Namen tréigt, gelangt, indem er von einer Glei-
chung zweiter Ordnung ausging [siehe ,Acta Erudi-
torum Lips“. Suppl. 8 (1724), p. 66—73]. Der Um-
stand, dass man ohne weiteres, durch eine Substitution
(40"), die Gleichung (38°) in eine Gleichung (40) trans-
formieren kann, und umgekehrt, ist fir das Studium
der Integrabilitit dieser Gleichung von grosser Be-
deutung (vergl. § 37).

Bevor wir nun die allgemeine Gleichung weiter
behandeln, wollen wir in einem zweiten Kapitel den
wichtigen Spezialfall erortern, in welchem nur dau-
ernde Invaliditit beriicksichtigt wird, eine Reaktivierung
also nie stattfindet.

II. Xapitel.

Behandlung des Failes, in dem keine
‘Reaktivierung stattfindet.

§ 27. Man fasse die zu Anfang des ersten Ka-
pitels betrachteten Versicherungsbestinde B, und B,
ins Auge und nehme an, es handle sich nur um ab-
solute und dauernde Invaliditit. Eine Reaktivierung
ist dann ausgeschlossen und infolgedessen o = 0 fiir
jedes Alter x. (Dasselbe liesse sich iibrigens auch bei
Annahme voriibergehender Invaliditit erreichen, nur
miisste man dann die reaktivierten Invaliden fiir den
Bestand B, als Ausscheidende, fiir den Bestand B, als
neu Eintretende auffassen; doch ist dies, wie schon
in § 2 bemerkt, streng genommen nur dann zuléssig,
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wenn sich dic Invalidenrente nicht nach dem Dienst-
alter richtet.) Die in Kapitel I, § 24 aufgestellten all-
gemeinen Differentialgleichungen (35) und (36) gehen
dann in folgende iber:

are iy za
x ac ( aa 1
;e le - \pa + vz) (1)
agd = = %
e qaa (I 2

Behilt man die in Kapitel I, § 26 eingefiihrten, ab-
kiirzenden Bezeichnungen (37) bei, so gilt es, zwei
Funktionen z und { derart zu bestimmen, dass sie den
Gleichungen

2= —z[f(x) + F(z)] 1)
sz Fx) — - o) (2)
Geniige lcisten.
Aus der Gleichung (17) zicht man:
dz '
e @) + F) - de )

woraus Logz == /[— [(x) — F(x)] - dx 4 C folgt.
Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der
Anfangsbedingung :

.. . aa
fiir & = n ist 5" == 2,

(vergl. Kapitel I, § 9). Dann wird:
Logz = Logaz, —{—/[—— [(x) — F(z)] - dx,

folglich, wenn die Bedeutung von 2z, f(x) und F(z)
beriicksichtigt wird :

_ _/(M§“+vx) dr
Z=1"" = Z, e n (3)

Aus der Gleichung (3) entspringt eine sehr ein-
fache Beziehung zwischen Iz und L}, (vergleiche
Kapitel I, § 10):

241
aa ‘ L -_ Ibl.g;a + Va] d.’E
2 yt=e Ve
l:a,
21 z+1
——//L?-dx —/dex
p? o (u),pir? . (v)rpi?

[§ 19, Gleichung (15) und (15%)]

(1—"ie) (4

[§ 14, Gleichung (22)]

ac (W, aa
® ):c



- — 184 —

Diese in voller Allgemeinheit schon von J. Karup
aufgestelltc Beziechung (4) liefert cine Absterbeordnung
der Aktiven:

ac
ln =2, e

aa

e, —
w1 = Rn * P,

L1 aq aca

nt-2 e zn . pn . pn+1
aa aa aa aa i aa aa
“"‘H:l“’ by =% P, 'pn—l—.ll-pn+'_" cee Dy

Aus der Gleichung (3) zicht man weiter:

@€ .
_ 2
_ o / Uz - dx — [ v - d
=2z, e » . e n

- A e
' & 2
oder:
g L o o R
" n

Mit Hiilfe der in Kapitel I, § 5 eingefiihrten Ausscheide-
ordnungen (2) und (3) ldsst sich demnach, gemiss
dieser Gleichung, die Absterbeordnung der Aktiven in
sehr einfacher Weise angeben. Da wir jene ,partiellen“
Reihen (2) und (3) als bekannt ansehen, ist zugleich
mit % )'Z‘F und (")’lza auch ljﬁ.—“ fiir das Folgende als be-
rechenbar zu betrachten.

Nach Division der beiden Seiten der Gleichung (5)
durch 2z, ergibt sich, wenn Zur Abkiirzung noch
x — n =k gesetzt wird,

7,00 __ (Wy, aa (v, ai
WP = &Py~ 1Py

)
eine Formel, die beweist, dass derin der Gleichung (4)
schon ausgedriickte Karupsche Fundamentalsatz nicht
nur fiir einjihrige, sondern fiir mehrjihrige Wahr-
scheinlichkeiten gilt und so ausgedriickt werden kann:
Die Wahrscheinlichkeit des zusammengesetzten Ereig-
nisses, dass eine aktive Person im Laufe eines beliebig
langen Zeitrawmes weder stirbt, noch invalid wird, ist
gleich dem Prodult aus den partiellen Wahrscheinlich-
keiten der Einzelereignisse.

§ 28. Da jetst 2 = l;" eine bekannte Funktion
von x ist, wird man sic in die Differentialgleichung (2")
des vorigen Paragraphen substituieren und erhalten:

W/ 1 ' » -
¢ :z_.zg%‘).zg).F(x)-—g - ()

n

) Vergl. § 18, Gleichung (21) und § 9, Gleichung (14).

Setzt man zur Abkiirzung:

Q)= & ) (©)
o wirl: Bt (— (@) + Q@) M

Eine solche lineare Differentialgleichung integriert
man bekanntermassen dadurch, dass man zwei neuc
Funktionen w(z) und v(z) einfilhrt und den Ansatz

macht:
{=wu-v (8)

Dann verwandelt sich die Gleichung (7), wenn wir der
Kiirze halber das Argument x iiberall unterdriicken, in:

wevtu v=—u-v-p4+ Q, oder
weWvop)=Q—v-u ©

Da wir iiber cine der Funktionen u oder v beliebig
verfiigen konnen, so stellen wir die Bedingungsgleichung
v 4 v+ g =0, woraus:

’

% = — ¢; Logv = [(—¢)-dz -+ const., und

»—0, . e—/w(x)-dx: c .e®  (10)

wobei C| die ganz willkiirliche Integrationskonstante
vorstellt. Dann ist i () = — [¢ () - dz eindeutig be-
stimmt, weil jetzt das Integral ohne irgendwelche In-
tegrationskonstante zu nehmen ist. Aus der Gleichung (9)
wird dann: 0 = Q — v - «/, oder:

Q 1 "
zﬁ_—_./T-dw+ CZ:—C—I-./Q-e—’(*)-dx—{-Cz,

wobei (), eine neue willkiirliche Konstante vorstellt.
Durch Einsetzen in die Gleichung (8) erhdlt man:

C: Vel — C] -eh(-”) .—(/];—l . /Q'th(w)'dx-l— Cz'Cl'eh('t)

Zugleich mit C| und C, ist auch das Produkt C, - C,
cine ganz willkiirliche Konstante, dic wir mit C' be-
zeichnen, so dass schliesslich:

{= C. ek + eh(x) . /Q ce—h) . dxp
= (- e® - eM* . g(x)

Die Konstante C' wird durch die Bemerkung geliefert,
dass fiir den Anfangszustand: x = » und {, = 0 ist,

d. h.:
0= O . eh(n) + eh(n) . ﬂ(n)

Dies ergibt C = — g(n), so dass:

§ = e . {g(x) — g(n)]
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Geht man jetzt auf die Bedeutung von
g@) = [Q e~ . dx

zuriick, so wird:

— €
(= la =@ . /Q ce—h@ . dy 11)
Dabei gelten folgende Abkiirzungen:
Q= zi 2y und M(x) = — ,Lli,; - dz; (12)

dabei ist /i(z) eindeutig bestimmt, weil das letztere
Integral ohne Integrationskonstante zu nchmen ist.

§ 29. Wir gehen dazu iiber, cine Beziehung zwi-
schen lff und lff_i_l zu ermitteln. Ersetzt man x durch
x 4+ 1 in der Gleichung (11), so ergibt sich:

241
Q . e—h(a’) . dx

Jn

- — ph 1) .
é‘:c-l—l—e (x+1)

und weiter:

é‘z-l-l 51. x--1 2 x+1
W—%)Z/—/: Q-e~M.dx (13)
n n T

Beachtet man (vergl. §§ 13 und 18), dass

_— bas dx i
o —e T om0 (1
so verwandelt sich die Gleichung (13) in:
a1
. ¢ W Q@ .
S:z:—}-l S5y Py, =¢%py g(u)  tx (15)

X
T

Um zur gesuchten Beziehung zwischen I und 7y,
zu gelangen, bleibt das Integral rechter Hand auszu-
werten iibrig. Geht man auf die Bedeutung von @
zuriick (Gleichung (12) des vorigen Paragraphen), so
findet man:

z-{-1
Q-dr 1

;W 2

x T

241
z{f) * 2(1:) * Vu du

(1) ’

S

und nach Einfithrung einer neuen Veréinderlichen ¢

durch die Substitution ¢ = u — z,

z4-1 1

Q-dxr 1 ng't—)l-t . Zg%—t “Patt 6

W, ) - db(16)
s " 0 Sat

§ 30. Um aus den Gleichungen (15) und (16) cin-
fachere Formeln abzuleiten, ist es diemlich, iiber den

Verlauf von Sterblichkeit und Invalidisierung bestimmte
Annahmen zu treffen. Die am héufigsten gemachte
Voraussetzung ist dic Hypothesc von A. de Moivre:
Die Sterbefille verteilen sich gleichmissig iiber ein Jahr.

Bei diecser Annahme reduziert sich die Kurve der
Uberlebenden, fiir. die betrachtete Zeitstrecke von  bis
x -+ 1, auf eine Gerade (siche Figur). Wir lciten hier

Y\

§‘\ - Znix

X

die Formeln, zu denen diese Annahme fiihrt, allgemein
ab, indem wir dic Anzahl der Mitglieder der ins Auge.
gefassten Gesamtheit mit I, bezeichnen. Durch nach-
trigliches Anfiigen der oberen Indices erhilt man die
entsprechen(fen Beziehungen fiir zgf.‘), g“i’.‘), u.s. w. Aus
der Figur liest man die Proportion ab:

Za: - lac-}—l o lw—l—t - Zm—f—l
1 I

und hieraus zicht man durch leichte Rechnung:
(17)

Aus der Definitionsgleichung der Sterbensintensitét
[§ 11, Gleichung (17’), und § 15, Gleichung (23)] folgt:

24

la:+t = la, — 1t (la, —_ la:-l—l)
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o dlz l:c-{—rlm — 1
—He b= dx dx
-1 —1 _ ( . la;»l—l)
= i I, - {1 L b’ Qs
folglich Mo ="0x 5 (18)
ferner:
— gt * bopy = dt—{-t — +t+dzit +t +11
=—1ly +'qu,
folglich, wegen der Gleichung (17),
_ lo + "qe
ot = L o — o) (19)
woraus als Spezialfall die Formel (18) folgt. In den

Formeln (17) und (19) wird ¢ als echter Bruch voraus-
gesetzt: 0 < ¢ <1, ferner wird stillschweigend ange-
nommen, es handle sich um einen ,partiellen* Vor-
gang, d. h. es wirke nur eine Verinderungsursache
auf den betreffenden Bestand ein.

Nimmt man gleichméssige Verteilung der Invali-
disierungsfiille ‘iiber ein Jahr an, oder gleichmissige
Verteilung der Reaktivierungsfille iiber ein Jahr, so
gelangt man zu den entsprechenden Beziehungen (vergl.
§§ 10 und 22):

=2 — ¢ (& — )

Vargt + Pt = "y + 2 (20)

speziell v, = "3,

(=)

gf_)'_c - ’.7.27 ° gf)

-(e) (2)
&, =1

(21)

Cuyet®

speziell o, ="r_
In diesen Formeln ist ¢ auf das Intervall von O bis 1
eingeschrinkt :

0<t<1

§ 31. Setzt man nun gleichméssige Verteilung der
Invalidisierungsféille iiber cin Jahr voraus, so verein-
facht sich dic in § 29 aufgestellte Gleichung (16) wie

folgt: Thre rechte Seite wird zu:
1
' 1, e ‘
Fa "ie + 22 . At (22)
a4t

Wir werden jetzt eine zweite vereinfachende Annahme
machen und gleichmissige Verteilung der Sterbefille

iiber ein Jahr voraussetzen, sowohl unter den Invaliden
als auch unter den Aktiven. Dann kann man die Formel
(17) zweimal anwenden und schreiben:

z(/t) . (/U
2oL —

g(‘u) ..(u)
x+t

Nun gilt bekanntlich dic Identitéit:

. (z(”) — )
*-(lt) gz 1)

a— (a—b),- _a—Db + a - (a—p)—a- (a—D)
a—(@—p) -t a—pf " (a—p): (a—la—p] - )

Aus ihr zieht man durch Integration iiber das
Intervall von null bis eins:

(23)

1

& — (a—7D) -t
a—(@pi®

Dabei soll Log immer den natiirlichen Logarithmus
bedeuten. In unserem Falle ist:

a=2z :zg')l l

RO ) [
o= Sa 0 ﬂ - é‘:v—f-l

Jetzt gehe man auf die Gleichung (15) in § 29 zu-
riick; unter Beriicksichtigung der Abkiirzungen (25),
der Gleichungen (16), (22) und (24) verwandelt sie
gich in:

(25)

i . —b
TS B ST
a « (a—p) « —a - (@—Db) ) ﬁ]
- (a—p) Log al

ar

— a——,\-- Log%

a (1——£3 [

a !

Den Abkiirzungen (25) zufolge ist:
ﬂ (1e) ?. ﬁ () i .
o= s alsol—: "¢
b (et) aa b (1t) E'
7:"p‘;;alsol——a—:”x,

A7)

ferner: = l? (Gleichung (5) in § 27).

n



Beachtet, man, dass den gemachten Voraussetzungen
zufolge "1, = »,, und dass {, = lﬁ, so wird schliess-
lich aus der vorigen Gleichung:

aa , CII)’)E
' a “Va® P,
z+1—l” (Wrpit —= .T(x), (26)
(W ii
7z
wobei dic Abkiirzung gilt:
(1) )E - (/1)’plL

&

8

(u), ‘aw

T(z) = - Log (“p%) (27)

()p il

Te

DieFormeln(26) und (27) stellen unter den gemachten An-
nahmen (gleichmissige Verteilung der Invalidisierungs-
und der Sterbefille iiber ein Jahr) die Relation zwi-

schen lx 41 und lz streng dar.

Naherungsformeln.

§ 32. Praktisch verwertbarer wird die Formel (26),
wenn man den auftretenden natiirlichen Logarithmus
durch eine ihn approximierende rationale Funktion
ersetzt. Benutzt man zunéichst die bekannte Reihe:

Log (“pF) = Log (1 —
- _;_ [(n)rq;l] _ % . [(!,)‘,qﬁ]s .

so kann man, wenigstens fiir die Alter zwischen 20
und 40 Jahren, [(“)'qz]z, das nur einige Millionstel

betriigt um so mehr die hoheren Potenzen, gegeniiber
(e @

Qe
Annéherung :

Log (“7p5) co (—7g),

(nlr q;‘ )

(W T

1, . (28)

vernachldssigen und erhélt als erste, etwas rohe

so dass sich die Formel (26), weil “’p +(")’ 1,
auf die folgende reduziert:
O ]G0

Die entsprechende Ausscheideordnung der Invaliden
gestaltet sich dann folgendermassen:

Z—0
l,,+1__la“ TN p:

- — ( - { ry)
U= o 0l g U g

Sie liefert jedoch im allgemeinen zu ungenaue
Werte und ist daher nicht zu empfehlen.
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Als zweite Anndherung kann, bei Verwendung der
Reihenentwicklung (28), gesetzt werden:

Log (m)' u)__ g1 [(ﬂ)rq‘z]g

(Zw—“‘2
Dann wird aus der Gleichung (27) des vorigen Para-
graphen nach einigen Reduktionen:

() p

T(x):(ﬂ)'q;_i . {1 + ; . ((ﬂ)rp'm e u)l (29 )

und aus der Gleichung (26):

l?—{—l:lg LW Ipf
la_t e, i Il 1 (1) p aa )y E] (30)
B T (g (T =y
Die entsprechende Absterbeordnung der Invaliden

gestaltet sich etwas weniger einfach, weil zur Formel
(29) noch als Korrektionsglied hinzukommt:

+% . lg_a -~ (/t)r [/It)r Wy ﬂﬂ] (30 )
a—1
14—
1
Beachtet man dic Identitit o = Zil , WO
1—

a1
a an Stelle von * 'p;_‘ steht, und die Bezichung:

Wrpit 4 @rgT 1,

so kann man die obige Entwicklung (28) durch die
folgende rascher konvergente Reihe (31) ersetzen:

L ((ﬂ)r ay_ | ") 1 ( RSCHIRS
°8 ) ]2 (/L)r i 3 2__(#)1(1;7
e
1 q, 5
+ 1. ( ) 4 |. (31)
o 2_(#)’(1“ l

X

Beriicksichtigt man nur das erste Glied dieser Reihe,
so wird aus obiger Gleichung (27), nach cmlgen leichten
Vereinfachungen:

2 (W _
R @ , 1)y it
) = o __(mr i 1e
4 —= q,
1 (/L);,)Zr'z -
L S Y

1 + s rpf

i Die gesuchte, in der Gleichung (26) des vorlgen Para-

graphen dargestellte Beziehung zwischen 15 und lz+1

verwandelt sich dann in:



+(/t)r aa
32
1+(ﬂ)l @ ( )

() rp';l

l::i_‘_l: lf,ﬁ . () ’p: —|—l;ﬂ' * Vp *

Diese Bezichung liefert eine Absterbeordnung der In-
validen, die sich enger der Wirklichkeit anschliesst,
als die oben aus der Formel (29) abgeleitete. Wollte
man die Genauigkeit noch verschirfen und in der
Reihe (81) auch das zweite Glied mitnehmen, so wére
als Korrektionsglied zur Formel (32) hinzuzufiigen :

9 — _ ( ?)2 g (1 g
+_ . l;a cvg (")’p'f . (ﬂ)rq“ . - w

3 @ @ (2 Wy ¢ )*
Es ist jedoch ganz nutzlos, die Genauigkeit auf diese
Weise weiter zu treiben, denn zur Verschirfung der
Grenauigkeit miisste man eher danach trachten, die An-
nahme, dass sich die Sterbefille gleichmissig iiber ein
Jahr verteilen, durch eine solche zu ersetzen, die der
Wirklichkeit besser entspricht.

Aus der Gleichung (26) in § 31 folgert man:

ii _ ZE (1) Ipiir )

a:i—l — () rpz | i . ’7:;.; . i . T(ac) (33)
ln lu () 'qu

x X x

wobei die Bedeutung von T(x) aus der Gleichung (27)
zu entnehmen ist. Je nach der erstrebten Genauigkeit

kann man T(z) durch ®’¢"  oder durch (29), oder
durch (31°), ersetzen. (Uber die Bedeutung der linken
Seite der Gleichung (33) vergl. § 53.)

§ 33. Die im vorigen Paragraphen abgeleitcten
Relationen und Ausscheideordnungen setzen voraus,
dass sich die Sterbefille, sowohl bei Aktiven als bei
Invaliden, ferner auch die Invalidisierungsfille, gleich-
miéssig iiber das Jahr verteilen. Untersuchen wir noch
die Konsequenzen der andern Annahme, dass die In-

tensitidtsfunktionen ,u?, ‘ui[ und v, wihrend etnes Jahres
konstant bleiben. In diesem Falle wird, fir Aktive
wie fiir Invalide:

1 ey
Lote dt

Mgt = — = konst. = u,

Log(lm+t)=—/,uz- df=—up -t+4C

Da fiir =0 die Anzahl [ ,, =1 sein muss, folgt:

— Il'l'w . t
lw—l—:‘, = la, - € (34)

In diesem Fall sind demnach, fiir das betreffende Zeit-
intervall 0 < ¢ < 1, ¢, zg‘), 22 durch Exponential-
kurven darstellbar. Aus dem Ausdruck (16) in § 29

wird unter diesen Voraussetzungen:

188 —

aa
1 — Uy ot — 7yt
(11) ()
1 Zz € -z - €
; Va hd v = . dt
n
n —_—lly - t
0 e M

Unter Beriicksichtigung von § 27, Gleichung (5),
verwandelt sich derselbe Ausdruck weiter in:

1

B[ i i)t
w e
Co \
— E . Yz . (e ,“.{ci'— /13“— 7’.:;___1
- C(u) T aa
x o — Ug — VYV

Aus der Gleichung (15) in § 29 wird demnach:

ellte —He —Vz _ |

(35)
|

l;z;:i+1 =" 'p: ][ “ + v

n aa

Mg — Uy — Vg
Diese (Gleichung (35) liefert in aller Strenge dic bei
Annahme konstanter Intenmtatsfunktmnen sich er-

gebende Beziehung zwischen I und lm+1 Beachtet man
nun die bekannte Reihenentwicklung:

(36)

1

L 1,1 1, ,
. AL - et ... (36
so wird p 1—|—2x—|—6x +24x+ (36"

Fiir unsern Fall ist (uy — 5" —»y) an Stelle von x
zu substituieren. Setzt man als erste Anndherung
X

e —1

~ 1, so reduziert sich dic obige Formel (35) auf

die schon in § 32 Gleichung (29) angegebene, unter
ganz andern Voraussetzungen abgeleitctc und nur als
rohe Anndherung brauchbare Relation:

. l§f+1 = Zi.i . (/‘)’pz—i— lg“ - Ve

Nimmt man in der Reihenentwicklung (36) cin Glied
mechr hinzu, so findet man das genauere Resultat:

7 e
Ve (1 _|_'“L__f;x___1

L (e PIZ (29)

)} 37)

Es kommt also zur Formel (29) folgendes Korrektions-
glied hinzu:

1 ﬂ/a u, ll 12
+ -5 1 ()r vy e (il —

[Vergl. hiermit den Ausdruck (30°) in § 32]. Einc
noch weiter getriebene Genauigkeit wiirde als ferneres
Korrektionsglied liefern:

1 =
+—6_'lx .

Z:l;:_i+i — (/t)r n . {l"—l—lﬁ,‘?-

(38)

:c _'Vm)

(,u) ' i aa 2
—_— ‘Vz)

(/ — Ux (38/)
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Alle hoheren Glieder diirften wohl immer ver-
nachlissigt werden, ohne die Genauigkeit innerhalb
der durch die praktischen Beobachtungen gesteckten
Fehlergrenzen zu beeintréichtigen.

§ 34. Einen noch besseren Anschluss an die Wirk-
lichkeitwird mannichtdurchHinzunahme weiterer Glieder
erstreben, sondern vielmehr durch eine bessere Hypothese
iiber den Verlauf von Sterblichkeit und Invalidisierung.
Unter den letzteren Kombinationsméglichkeiten sei
noch speziell erwihnt: gleichmissige Verteilung der
Invalidisierungsfille iiber ein Jahr, aber konstante
Sterblichkeitsintensitdt withrend des gleichen Zeit-
intervalles. Der Ausdruck (22) in § 31 verwandelt sich
bei diesen Annahmen, unter Beriicksichtigung der
Gleichung (34) des vorigen Paragraphen, in:

1
(w) — Uy -1
ERNTICE - € “_ . dt

Tip « 2y
2, Z(‘")
0 “a

— " ' (,u?— ui—") -1
:Zg(l.g(%./e .dt7
x 0

wegen der Gleichung (5) in § 27, und weiter:

Le— M -t

i aa

. Mo — Ha
g T
T ) 7 aa

@ Mg — Uz

Die Relation zwischen I und lferl wird dann, nach
der Gleichung (15) in § 29:
_ ,ua: #Za_l
.L+1 l“ (e ll+l¢w g (.“)rp;l . = = 39)
Mo = iz

Beachtet man die Reihenentwicklung (36°), so gehen
aus der Gleichung (39) Niherungsformeln hervor. Die
erste ist die schon frilher abgelcitete Gleichung (29).
Bei Hinzunahme der 2 ersten Glieder von (36°) findet
man dic genauere Relation:

T T - — aa
T [ e, (0T <1+”’” ’”) (40)

Beriicksichtigt man noch die quadratischen Terme in
(36"), so tritt zur Formel (40) als Korrektionsglicd

hinzu:
- —\ 9
(23 aal”
: (/"w_—/‘w )

§ 35. Unter den zahlreichen Annahmen, dic man
iiber den Verlauf von Sterblichkeit und Invalidisierung
machen kann, haben wir nur drei ausfiihrlich besprochen
und die entsprechenden Ausscheideordnungen theoretisch

1

_*.F N R (”)/pz' (41)

abgeleitet. Es leuchtet aber ein, dass man, um den
wirklichen Verlauf besser zu approximieren, eine grosse
Anzahl anderer Hypothesen aufstellen kann; immer
werden sich aus den in § 29 bewiesenen Formeln (15)
und (16) entweder streng giiltige Relationen, oder
Niherungsformeln von beliebiger Genauigkeit, herleiten
lassen. Die Gleichungen (15) und (16) in § 29 sind
eine richtige Fundgrube von Relationen zwischen den
Anzahlen der Invaliden bei Ausschluss der Reaktivierung.

Prinzipiell lassen sich die verschiedenen Hypo-
thesen in folgende drei Kategorien gruppieren:

1. Zwischen z und z -1 verlduft die Kurve der
Uberlebenden geradlinig. Dies entspricht der Hypo-
these der gleichmissigen Verteilung der Sterbe-
fille, beziehungsweise Invaliditétsfille, iiber ein
Jahr und ist die néchstliegende und auch am
hiiufigsten benutzte Anniherung an die Wirklich-
keit (v. § 30).

2. Zwischen x und z -} 1 verlduft die Kurve der
Uberlebenden so, dass sie der x-Axe (Zeitaxe)
stets die konvexe Seite zukehrt. Sie kann dann
z. B. (wic in § 33 ausgefiihrt ist) durch cine
Exponentialkurve dargestellt werden, die bei wach-
sendem z natiirlich immer fallen muss. Im all-
gemeinen wird diesec Hypothese fiir die Alter
unter 15 und fiir diejenigen iiber 65 Jahren die
beste Anndherung an dic Wirklichkeit ermég-
lichen.

3. Zwischen 2 und xz -1 verliuft die Kurve der
Uberlebenden so, dass sie der z-Axe (Zeitaxc)
stets dic Lonkave Seite zukehrt. Diese dritte Hy-
pothese wird im allgemeinen fiir die zwischen
20 und 60 Jahren liegenden Alter den engsten
Anschluss an die Wirklichkeit, d. h. an die Sterbe-
tafel, ermoglichen.

Durch Berechnung von lw+_}2_ (oder cines andern
Wertes von lpy, fiir 0<Zt<C1) und Vergleich mit

1
— 5

Kategorien von Hypothesen im gegebenen Falle am
dienlichsten ist.

Die Kombination dieser Moglichkeiten miteinander
liefert, in Ankniipfung an die Gleichungen (15) und
(16) in § 29, im ganzen 27 Formeln und ebenso viele
voneinander verschiedene Absterbeordnungen der Ii.
Wir behalten uns vor, bei anderer Gelegenheit hierauf
zuriickzukommen. (Siehe den Schluss der historischen
Notiz in § 36.)

- d, wird man cntscheiden, welche der drei

§ 36. Historisches. Durch die vorangchende ma-
thematisch einwandfreie Fundierung der Aufgabe ist
nicht nur die Zuldssigkeit und Existenzbercchtigung,
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sondern die theoretisch unumgingliche Notwendigkeit
des Begriffes der partiellen Wahrscheinlichkeiten dar-
getan. Als Folge dieses Begriffes, gewissermassen als
sekundédres Produkt seiner Bildung, ergibt sich der
Umstand, dass der Satz von der zusammengesetzten
‘Wahrscheinlichkeit auch auf statistische Fragen an-
gewandt werden darf, in derselben Form, wie er fiir
Einzelereignisse, die voneinander unabhéingig sind, Gel-
tung hat. Zum Beispiel ist die Wahrscheinlichkeit des zu-
sammengesetzten Ereignisses, dass eine einer gegebenen
Gruppe angehdrende, z-jihrige, aktive, unverheiratete
Person im Laufe eines beliebig langen Zeitraumes
weder stirbt, noch von Invaliditit betroffen wird, noch
heiratet, gleich dem Produkt aus den partiellen Wahr-
scheinlichkeiten der Einzelereignisse. Dieser Satz wére
ganz unrichtig, wenn an Stelle der partiellen Wahr-
scheinlichkeiten die ,nicht partiellen®, also die gewdhn-
lichen, gesetzt wiirden. i

Als Herr Professor .J. Karup zum erstenmal den
neuen Begriff aufstellte, in seinem oben (§ 4) zitierten
Gutachten von 1875, erschien die Sache in einem
andern Lichte. Die Eigenschaft, dass der Satz von der
zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit auch bei sta-
tistischen Fragen seine Giiltigkeit beibehalte, wenn
man den neuen Begriff der ,unabhiéingigen“ Wahr-
scheinlichkeit an Stelle des vorher allein angewandten
Begriffes der gewohnlichen Wahrscheinlichkeit einfiihrte,
diese Eigenschaft schien das Primére zu sein, das ur-
spriinglich gesteckte Ziel. Man bekam also den Ein-
druck, dass jene Eigenschaft der Erhaltung des Satzes
von der zusammengesetzten Wahrscheinlickkeit Zweck
und Hauptgrund der Bildung des neuen Begriffes
gewesen, dass man aber auch ohne jenen neuen Be-
griff alle theoretischen Untersuchungen durchfiihren
konnte, dass demnach der Begriff lediglich eine Folge
der a priori gewollten Eigenschaft sei. Es leuchtete
durchaus nicht unmittelbar ein, dass der neue Begriff
logisch notwendig sei. Zwar hob J. Karup gleich zu
Anfang hervor, dass durch die Einfithrung dieses neuen
Begriffes auch einc reinliche Scheidung der verschie-
denen glcichzeitig stattfindenden Rinfllisse erreicht
werde, dass man durch eben diese Fassung des Be-
griffes die reine und alleinige Wirkung der betreffenden
Ursache erhalte. Diese Seite wurde aber von Karups
Gegnern kaum beachtet; ihre Argumentation schien
vielmehr auf folgendes hinauszulaufen: Da konstruiere
jemand einen neuen Begriff zu dem ausgesprochenen
Zwecke, ein gewisses technisches Verfahren auf Pro-
bleme der Statistik anwenden zu konnen; jener neue
Begriff sei deshalb a priort ein willkiirlicher und
kiinstlich gebildeter, obendrein auch noch theoretisch
unbegriindet und daher unzulissig; ferner wiirde sich,
falls man von diesem neuen Begriffe Gebrauch machen

wollte, das ganze Rechengeschiift bedeutend umstéind-
licher gestalten.

In seinen ersten Aufsitzen und Erklirungen, in
Masius’ ,Rundschau der Versicherungen“ veriffentlicht,
weist J. Karup diese Einwendungen zuriick. (Siehe
Masius’ ,Rundschau der Versicherungen Bd. 26 [1876],
p- 21—29, den Artikel : ,Zur mathematischen Statistik“,
dessen Verfasser, ohne sich hier zu nennen, das Gothaer
»Gutachten* gegen J. Diengers Angriffc verteidigt;
ebenda p. 80—82; ebenda p. 141—145; ecinc aus-
filhrliche Begriindung brachte dann ‘die Abhandlung:
,Die neue Theorie der Invaliditits- und Aktivitits-
berechnung®, von J. Karup, Verfasser des Artikels
»Zur mathematischen Statistik“, cbenda p. 437—451;
ihr Schluss folgte in derselben Zeitschrift, Bd. 27
[1877], p. 17—26; im folgenden Jahr erschien der
Aufsatz: ,Nochmals die neue Theorie der Invaliditits-
und Aktivitdtsberechnung¥, aus J. Karups Feder, gleiche
Zeitschrift Bd. 28 [1878], p. 219—238; ebenda, p. 275,
Karups Schlusswort.)

Im Mittelpunkte des Streites erscheint zundchst
immer wieder die Eigenschaft der Erhaltung des Satzes
von der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit; man
bekommt da den Eindruck, es sei der neue Begriff
hauptsichlich jener REigenschaft zuliche aufgestellt
worden. Erst in seiner . Finanzlage der Gothaischen
Staatsdienerwitwensozietit am 31. Dezember 1890%,
einer klassischen Arbeit, erschienen in Dresden (1893),
nimmt J. Karup den Begriff der Intensitdtsfunktion
zum Ausgangspunkte. Dann kommt man aber ganz
von stlbst, mit logischer Notwendigkeit, auf partielle
Wabhrscheinlichkeiten: Der neue Begriff erscheint
dann, wie weiter oben ausgefiihrt wurde, gar nicht
mehr willkiirlich, sondern dréngt sich auf; die Eigen-
schaft der Erhaltung des Satzes von der zusammen-
gesetzten Wahrscheinlichkeit ergibt sich dann neben-
bei, als Folge des neuen Begriffes und nicht mehr
umgekehrt.

Die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung
auf Probleme der mathematischen Statistik ist eines
der interessantesten Kapitel in der Geschichte der
Lebensversicherung. Solange man ausschliesslich die
Sterblichkeit beachtete und untersuchte, ohne auf
andere Faktoren Riicksicht zu nehmen, konnte es nur
eine Auffassung geben fiir Sterbenswahrscheinlichkeit,
Sterbensintensitit und andere in dieses Gebiet ein-
schlagende Begriffe. Dicsc Ubereinstimmung der An-
sichten horte aber auf, sobald man, bei der mathe-
matischen Behandlung einer bestimmten Personengruppe,
neben und ausser der Sterblichkeit auch den Einfluss
der Invaliditat, und spéter noch weiterer Veréinderungs-
ursachen, in den Kreis der Erorterungen einbezog. In
dieser Streitfrage kann man heute die auseinander-
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gehenden Meinungen in zwei grosse Lager gruppieren,
die sich grundsitzlich gegeniiberstehen. Der Haupt-
unterschied bezieht sich auf dic Fassung des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffes. Die einen verfechten die Theorie
der ,abhingigen“ oder gewohnlichen Wahrscheinlich-
keiten, die andern die Theorie der ,,unabhingigen“ oder
partiellen Wahrscheinlichkeiten. Historisch kam diese
Entwicklung der Theorie folgendermassen zustande:

Praktische Griinde zwangen dazu, beim Studium
der Verinderungen, die eine gegcbene Gruppe von
Versicherten erleidet, neben der Sterblichkeit vor allem
auch noch die Invaliditit zu beriicksichtigen. Die
ersten mathematischen Untersuchungen iiber Invaliditit
finden sich in den Arbeiten von:

1. K. Heym: . Dic Kranken- und Invalidenversiche-
rung, Leipzig, 1863. Ferner vom gleichen Autor
in Masius’ ,Rundschau der Versicherungen®,
Bd. 5, und in der ,Deutschen Versicherungs-
zeitung®, 1875, Nr. 89.

" 2. M. Kanner: ,Allgemeine Probleme der Wahr-

scheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf

Fragen der Statistik“, verdffentlicht im ,Journal
des Kollegiums fiir Lebensversicherungswissen-
schaft*, Bd. 2, p.33—53, Berlin, 1871; ferner
vom gleichen Autor ein Artikel in der ,Deut-
schen Versicherungszeitung“ von 1870, Nr. 15.

3. 4. Wiegand: ,Versicherung gegen Erwerbs-
unfihigkeit*, 1865, (in Kommission bei Hermann
Berner in Halle); , Mathematische Grundlage der
Eisenbahnpensionskassen*, Halle a. S., 1859;
,Statistisches iiber dic Sterblichkeits- und In-
validitidtsverhiltnisse bei Eisenbahnbeamten . . .4,
in Masius’ ,Rundschau der Versicherungen*,
Bd. 15 (1865), p. 217—222.

4. Th. Wittstein: ., Dic Mortalitit in Gesellschaften
mit sukzessiv cintretenden und ausscheidenden
Mitgliedern“, erschienen im Archiv der Mathe-
matik und Physik*“, herausgegeben von J. 4. Giru-
nert, Bd. 39 (1862), p. 67—92.

5. G. Zeuner: ,Abhandlungen aus der mathema-
tischen Statistik“, Leipzig, 1869.

Die Arbeiten dieser Autoren waren béreits ver-
offentlicht, als 1875 das oben schon mehrfach erwithnte
nicht publizierte . Gutachten* der Gothaer Lebens-
versicherungsbank iiber die Invaliden- und Witwen-
pensionsverhéltnisse der deutschen Reichsbeamten be-
kannt wurde. Sein Verfasser, Herr Johannes Karup?),
schligt darin vor, in denjenigen Fillen, in welchen mehrere
Verinderungsursachen gleichzeitig einwirken, den Be-

Y Herr Professor Dr. J. Karup hat mir in personlichen
Mitteilungen bestitigt, dass jenes Gutachten von ihm verfasst und
unterzeichnet worden ist. L.G. D.

griff der Wahrscheinlichkeit anders zu fassen als bis
anhin, ndmlich so, dass diese neue Wahrscheinlichkeit
jeweilen den Einfluss einer einzigen Verdnderungs-
ursache darstelle, wie wenn die storenden Einwirkungen
der andern wihrend des in Frage stehenden Zeit-
raumes nicht stattfinden, z. B. den Begriff der ein-
jahrigen Invalidititswahrscheinlichkeit so, als ob die
Sterblichkeit der Aktiven fiir das betreffende Jahr nicht
vorhanden sei. Herr J. Karup nannte diese derart
modifizierten Wahrscheinlichkeitswerte ,unabhingig“, .
um schon im Namen deren charakteristische Eigen-
schaft auszudriicken, dass ndmlich (um ein bestimmtes
Beispiel zu nehmen) die ncue cinjéhrige Invaliditits-
wahrscheinlichkeit bei ciner gegebenen Gruppe z-jih-
riger Personen unabhéngig von allen andern Einfliissen
sei und daher denselben Wert beibehalte, was auch
immer fiir Verdinderungsursachen die Mitgliederanzahl
der betreffenden Gruppe becinflussen.

Wie bereits gesagt (v. § 4), erregte die auf
dicse neuen Wahrscheinlichkeiten gegriindete Theorie
einen lebhaften Streit, durch welchen diejenigen Re-
sultate des ,Gutachtens“, um die es sich hier handelt,
bekannt geworden sind ). Karups Gegner filhrten eine
heftige Polemik, teilweise mit unbegreiflicher Leiden-
schaftlichkeit, grosstenteils in Masius’ ., Rundschau der
Versicherungen“. Es sind:

1. @. Belim : ,Kritische Bemerkungen iiber die neuc
Theorie der Invaliditits- und Aktivitiitsberech-
nung®, erschienen in Masius’ ,Rundschau der
Versicherungen“, Bd. 28 (1878), p. 151—167;
ferner cingehend in seinem Werke  Statistik
der Mortalitits-, Invaliditits- und Morbiditits-
verhiiltnisse bei dem Beamtenpersonal der deut-
schen Eisenbahnverwaltungen“, Berlin, 1876,
p- 25 u f.; p. 47—60.

2. J. Dienger, in Masius’ ,Rundschau der Ver-
sicherungen“, Bd. 25 (1875), p. 465—459: ,Kri-
tische Bemerkungen“ von Dr. J. Dienger in
Karlsruhe. Sie bedeuten den Anfang der nun
folgenden zweijdhrigen, teilweise erbitterten Pole-
mik. Man liest darin auf S. 456: .. ... in einer
Abhandlung, die mir zufillig zuhanden gekom-
men ist. Das Reichskanzleramt hat sich ndmlich

2) Aus ciner gelegentlichen Bemerkung Karups in seinem
Artikel ,Zur mathematischen Statistik® (Masius’ ,Rundschaun der
Versicherungen“, 1876) geht hervor, dass besagtes Gutachten der
Offentlichkeit damals nicht vorgelegen hat. Nach spiiteren per-
sonlichen Mitteilungen Karups ist es tiberhaupt niemals publiziert
worden und dirfte heute wohl schwerlich aufzufinden sein.

Nach einer Note von Herrn G. Enestrom (,Encyclop. des
sciences math. pures et applig.“, tome I, volume 4 (1911), p. 486,
Fussnote 68), ist dieses Dokument gegenwirtig unauffindbar.
(s ... rédigé par J. Karup en 1875, mais non publi¢ ct actuel-
lement introuvable . . . .¢)
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an die Direktion der Lebensversicherungsbank
in Gotha gewandt, um dort nach 'den Regeln
der Wahrscheinlichkeitsrechnung feststellen zu
lassen, wie hoch sich der Aufwand fiir Witwen-
und Waisenpensionen der Reichsbeamten etwa
belaufen werde, wenn der Beharrungszustand
eingetreten sei, . ... Das eingegangene Schrift-
stiick ist nun als Nr. 95 ,an den Bundesrath“
vollstindig abgedruckt. Ich weiss nicht, ob das-
selbe iiberhaupt der Offentlichkeit iibergeben ist?).
Jedenfalls liegt aber kein Grund vor, dessen Be-
sprechung zu vermeiden. Das ,Gutachten“ besteht
aus zwei Teilen: statistische Grundlagen und
mathematische Analyse . . . Dieser zweite Teil ist
mit einem grossen Aufwand von mathematischen
Formeln und Zeichen durchgefiithrt und hat so
das bestrickende Aussehen grosser Gelehrsamkeit,
bekanntlich fiir Laien ein imponierendes Ding.
‘Was aber die Grundlage, d. h. eben die Anwen-
dung der Wahrscheinlichkeitsrechnung, betrifft,
so ist dariiber leider nichts Gutes zu sagen . .. “
Wie die zu ciner sachlichen Besprechung der
Frage ganz iiberfliissigen Bemerkungen beweisen,
hat J. Dienger, leider, gleich von Anfang an
einen gercizten und spottischen Ton in die De-
batte hineingetragen, der auch von den andern
Gegnern Karups angeschlagen und bis zu per-
sonlichen Unliebenswiirdigkeiten (um einen milden
Ausdruck zu gebrauchen), gesteigert wurde. —
V. in der gleichen Zeitschrift: Bd. 26 (1876),
p. 46—48; ebenda p. 109—111:  Schlusswort in
dem Gutachtenstreite,“ von Dr. J. Dienger, das
doch kein Schlusswort war, denn es folgten noch:
eine ,Erklirung®, gleiche Zeitschrift Bd. 28
(1878), p.195, und eine ,Richtigstellung“, ebenda,
p- 258—260.

. Ein anonymer . Lebensversicherungstechniker“ in

Masius’ ,Rundschau der Versicherungen“, 1877,
p. 48—50, im Aufsatz ,Kurze Bemerkungen®.

. K. Heym, in der ,Decutschen Versicherungs-

zeitung®, 1876, Nr. 3 und 61.

. H. Zimmermann : ,Uber Dicnstunfihigkeits- und

Sterbensverhiltnisse*“, Berlin, 1886, Heft 1, p. 7
u. f.; ,Beitrige zur Theorie der Dicnstunfihig-
keits- und Sterbensstatistik“, Berlin, 1887, Heft 2,
p- 44—53.

Auf Karups Scite stellten sich:

W. Kiittner : ., Zur mathematischen Statistik“, er-
schienen in Schlomilchs ,Zeitschrift fiir Mathe-
matik und Physik“, Bd. 25 (1880), p. 11—24;
Bd. 31 (1886), p. 246—251 [vergleiche Bd. 32
(1887), p. 62; ebenda p. 234 u. f.]. Ferner der-
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selbe Autor in der , Zeitschrift fiir Berg-, Hiitten-
und Salinenwesen“, 1881, p. 159; gleiche Zeit-
schrift Bd. 36, p. 1—62, in der Abhandlung:
,Neuere Untersuchungen iiber die Invaliditit der
Steinkohlenbergleute Preussens* wird auf S. 44
von Kiittner der Name Karups und dessen
Verfahren der ,Umformung der Grundwerte*
erwihnt.

2. W. Lazarus, in Masius’ ,Rundschau der Ver-
sicherungen“, Bd. 26 (1876), p. 209—219, ,Ein
Beitrag zu den Vorarbeiten fiir die Invaliden-
versicherung“, speziell p. 218.

3. T. B. Sprague, in ,Journal of the Institute of
Actuaries and Assurance Magazine“, Bd. 21,
(1879), p. 406—446: ,On the Construction of a
Combined Marriage and Mortality Table ... .*
erwihnt gelegentlich (auf S. 419) und iibrigens
ohne Karups Namen zu nennen den prinzipiellen
Fehler, in den Heym und Wiegand durch falsche
Anwendung des Satzes von der zusammengesetzten
Wabhrscheinlichkeit verfallen sind. Veranlassung
hierzu gab ihm eine im gleichen Band p. 288—295
abgedruckte Arbeit von David J. A. Samot : ,New
Formulas for the Calculation of the Probabilitics
which occur in the Question of Invalidity . . .4,
fiir dessen Formeln Sprague einen andern, kiir-
zeren Beweis und zugleich eine Vervollstindi-
gung gibt.

Doch lieferten diese Autoren damals zur Streitfrage
nichts wesentlich Neues, das nicht schon Karup selbst
in seinen oben zitierten Aufsitzen beigebracht hitte.

Bei ndherem Zusehen erweisen sich simtliche
Einwendungen der Gegner der Karupschen Theoric
entweder als irrtiimlich oder als nicht stichhaltig, wie
im folgenden gezeigt werden soll.

Zuniichst Dr. J. Dienger. Nach seinen eigenen
Ausserungen kann cr sich eine vom Einflusse der In-
validitit befreite Sterblichkeit nicht vorstellen. Nach
seiner Ansicht wire es auch unmoglich, fiir die
Karupsche ,unabhiingige“ Invaliditdtswahrscheinlich-
keit einen Wert aus der Beobachtung direkt abzu-
leiten. Dienger stellt die merkwiirdige, spiter auch
von andern mehrmals wiederholte Behauptung auf,
jener ncue Begriff involvicre ,ein Invalidwerden nach
dem Tode“. Uberhaupt stellt Dienger ofters Behaup-
tungen auf, fiir die er den Beweis schuldig bleibt. So
unglaublich dies auch scheinen mag, war sein Gedanken-
gang vermutlich folgender: Zur Definition der ., un-
abhingigen* Invalidititswahrscheinlichkeit muss man
annehmen, die Sterblichkeit der Aktiven sei nicht vor-
handen; nun sind aber die Aktiven tatsdchlich der
Sterblichkeit unterworfen; folglich miissen, falls- jene
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Definition einen Sinn haben soll, die Verstorbenen noch
invalid werden konnen! Dass man die alleinige Wir-
kung der Invalidititsursachen auf den Bestand einer
Personengruppe zahlenmissig erhalten kann, ohne zu
dieser Absurditiit seine Zuflucht zu nehmen, wurde im
ersten Kapitel mehrmals hervorgehoben (v. § 10).

Was zweitens H. Zimmermann angeht, so ver-
wirft er die Karupsche Theorie ebenso vollstindig wic
Dienger, wenn auch aus andern Griinden. Zimmerman
hat begriffen, dass man nicht an den Nonsens Diengers :
an ein Invalidwerden nach dem Tode, zu denken
braucht, um die reine und alleinige Wirkung der In-
validitétsursachen zur Darstellung zu bringen; er hat
begriffen, dass man z. B. ,die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Aktiven, im Laufe eines Jahres als Aktiver zu
sterben“, auf Grund statistischer Beobachtungen recht
gut ermitteln konnte, wenn man, bei der ins Auge
gefassten Gruppe von aktiven Personen, die invalid
Werdenden als ,freiwillig Ausscheidende* betrachtete.
Zvmmermann hat begriffen, dass man das spezielle
technische Verfahren, durch welches ,der freiwillige
Abgang bei Lebzeiten“ beriicksichtigt und in die sta-
tistischen Berechnungen einbezogen wird,' auch auf
die von Invaliditit Betroffenen anwenden konnte, ja
anwenden miisste, um die neue Karupsche Wahrschein-
lichkeit zahlenmaissig darzustellen. Aber, meint Zimmer-
mann, es sei gar nicht erlaubt, die Invaliden als ,frei-
willig Ausscheidende“ zu betrachten, denn das wiire
ein Akt der reinsten Willkiir. Die Trennung der unter
Beobachtung stehenden Gruppe in Aktive und Invalide
erfolge ja mit Naturnotwendigkeit auf Grund der be-
stehenden Verhiltnisse oder der gegebenen Ursachen;
das technische Verfahren aber, durch welches ,der
freiwillige Abgang bei Lehzeiten“ in der Berechnung
der Wahrscheinlichkeiten beriicksichtigt wird, sei nur
dann anwendbar, wenn eine Anderung der Verhiiltnisse
in dem personlichen Belieben und der Willensfreiheit
des einzelnen Menschen liege; da dies nun fiir das
Invalidwerden nicht zutreffe, sei der neuc Karupscle
Begriff kiinstlich gebildet, ganz willkiirlich, daher zu
verwerfen.

Diese Argumentation Zimmermanns ist aus drei
Hauptgriinden nicht stichhaltig. Zunichst ist ,der frei-
willige Abgang bei Lebzeiten gewdhnlich nicht so
freiwillig und willkiirlich, wie auf den ersten Blick
erscheinen mag. Dieser Abgang der Versicherten
ist vielmehr oft eine Folge wirtschaftlicher Notlage
oder schlechterer Lebensbedingungen, die durchaus
nicht in dem personlichen Belieben des einzelnen
Menschen liegen. — Ferner vollzieht sich die Trennung
in eine Gruppe von Aktiven und eine solche von In-
validen nicht immer mit Naturnotwendigkeit, sondern
der Begriff der Invaliditit ist seiner Natur nach, im

Gegensatze zu demjenigen des Sterbens, ein relativer,
je nach dem Berufe schwankender; bei Abschitzung
der Invaliditit spielen menschliche Willkiir, Simu-
lierung und Betrug, oft auch bestimmte Termine, eine
nicht zu unterschitzende Rolle. Zimmermann geht also
ganz fehl, wenn er die Entscheidung, ob ein gewisses
technisches Verfahren zuldssig sei oder nicht, auf die
Begriffe , Notwendigkeit“ und , Willkiir“ abstellt, deren
Grenzen so sehr schwanken.

Endlich muss hervorgehoben werden, dass das
Ausscheidungsverfahren ganz unabhéngig von den Be-
griffen ,Notwendigkeit® und . Willkiir* ist. Es braucht
ja nur festgestellt zu werden, dass bestimmte Per-
sonen, die urspriinglich der ins Auge gefassten Ge-
samtheit angehorten, fiir dic Beobachtung des betref-
fenden Ereignisses nicht mchr in Betracht kommen.
Sobald man also Ausscheidung iiberhaupt zuldsst, ist
es fiir die Anwendung des technischen Verfahrens
gleichgiiltig, welcher Art diese Ausscheidungen sind.
Der Karupsche Begriff der . unabhéingigen“ Wahr-
scheinlichkeit ist demnach gar nicht kiinstlicher als
der Begriff der ,Lebenden unter Risiko“, d.h. ,der
unter Beobachtung stchenden Personen“, und dieser
letztere Begriff wird ja auch bei den gewdhnlichen
oder ,abhingigen“ Wahrscheinlichkeiten angewandt.
— Nebenbei beruft sich Zimmermann (in dem ersten
Heft seiner Untersuchungen iiber das Beamtenpersonal
der deutschen Eisenbahnverwaltungen, p. 13) auf
M. Kanner, doch beruht dies auf einem Irrtum Zimimner-
manns, wie sich bei genauem Vergleich der zitierten
Stellen ergibt.

Zimmermann wiederholt ferner die von Behm auf-
gestellte Behauptung, die Anwendung des neuen Be-
griffes wiirde in der Praxis die Rechenarbeit bedeutend
vermehren; er stiitzt aber dicsen Einwand nur auf die
dicsbeziiglichen Untersuchungen von Belun, zu deren
Erorterung wir jetzt iibergehen.

Was drittens G. Belim anbetrifft, so ist seine
Stellung zur Aarupschen Theoric durch merkwiirdige
Inkonsequenz gekennzeichnet. Auf der einen Seite ver-
wirft cr die ncue Theoric; als ,Invalidititswahrschein-
lichkeit* z. B. will Belun nur die alte Auffassung gelten
lassen und behilt auch nur diese bei; er schreibt in
seinen ,Kritischen Bemerkungen iiber dic neue Theorie
der Invaliditits- und Aktivititsberechnung* (Masius’
,Rundschau der Versicherungen“, 1878, p. 151—167)
folgendes: ,Der Begriff einer Invaliditit, auf deren
Verlauf die Sterblichkeit ohne Einfluss ist, ist und
bleibt an sich ein Nonsens, weil er dic Vorstellung in
sich schliesst, dass auch bereits verstorbene Personen
noch invalid werden konnen“ — eine Ansicht, die
oben bereits widerlegt wurde. Auf der andern Seite
aber fithrt Belin sclbst eine ,Aktivensterblichkeit* ein,

25
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die nichts anderes ist als eine ,unabhéingige Wahr-
scheinlichkeit® im Sinne Karups (,Statistik ..., 1876,
p- 13): zur empirischen Ermittlung dieser Wahrschein-
lichkeit fiir einen Aktiven, im Laufe eines Jahres als
Aktiver zu sterben, betrachtet Behm diejenigen Mit-
glieder der ins Auge gefassten Gruppe, die von In-
validitit betroffen werden, als solche, ,die vem Moment
des Invalidwerdens ab der Beobachtung entzogen
werden®, d. h. als bei Lebzeiten Abgehende, als frei-
willig Ausscheidende. Behm iibersieht in auffallender
Weise seine Inkonsequenz; er iibersieht, dass man ihm
seine eigenen Worte entgegenhalten und einwenden
konnte: ,Der Begriff einer Sterblichkeit, auf deren
Verlauf die Invaliditdt ohne Einfluss ist, ist und bleibt
an sich ein Nonsens, weil er die Vorstellung in sich
schliesst, dass auch bereits invalid gewordene Personen
noch im aktiven Zustande sterben konnen.“ — Behms
Ideenkreis bietet hiernach eine eigentiimliche Erschei-
nung. Im einen Falle: bei der ,unabhidngigen*. Sterbens-
wahrscheinlichkeit der Aktiven, hat Behm eine ganz
richtige begriffliche Vorstellung, er ist sogar der erste,
der diese besondere Aktivensterblichkeit zahlenmiissig
benutzte; im andern Falle: bei der ,unabhiéngigen“
Invaliditétswahrscheinlichkeit, hat derselbe Autor eine
ganz falsche begriffliche Vorstellung und verwirft die
neue Theorie vollstindig.

Behm hat auch versucht, einen von Karup ge-
gebenen Beweis zu entkriften, in den ,Mathema-
tischen Formulierungen“ seines Werkes: . Statistik...
der deutschen Eisenbahnverwaltungen“, p. 54—860.
Behm fillt aber dabei selbst in die Grube, die er
seinem Gegner gribt. Er stellt sich die Aufgabe, ,die
Wahrscheinlichkeit zu finden, im Laufe des Jahres
invalid zu werden und nach Ablauf des Jahres noch
zu leben, nach der ncuen Theorie tiber die Invaliditit“.
Nachdem er dann diese Aufgabe geldst, schliesst er
triumphierend: ,Die mathematischen Ausdriicke der
betreffenden Wahrscheinlichkeitswerte biissen an Ein-
fachheit ein, wenn die neue Bestimmung des Begriffes
der Invalidititswahrscheinlichkeit zur Anwendung
kommt.* Sieht man aber Behms Beweisfilhrung néher
an, so erkennt man, dass er folgendes getan hat, um
zu dem eben zitierten Ergebnis zu kommen: Behm be-
rechnet einen Ausdruck fiir die Karupsche unabhéngige
Invalidititswahrscheinlichkeit, die er mit i, bezeichnet;
dieser Behmsche Ausdruck fiir ¢, ist jedoch nur ein
Niherungswert. Nichtsdestoweniger differenziiert Behm
diesen Approximationsausdruck, um ihn dann, differen-
ziiert, in ein bestimmtes Integral einzufiihren! Es kommt
dabei, natiirlich, etwas Kompliziertes, ja sogar etwas
Falsches heraus; aber diese ,Einbusse an Einfachheit*
und dieses falsche Resultat haben ihre Wurzeln nicht
in der neuen Theorie Karups, sondern in Behms un-
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logischem Gedankengang, der fast Boswilligkeit auf
seite des Autors nahelegt.

Ebenso schlimm steht es mit dem schon oben er-
wihnten anonymen , Lebensversicherungstechniker*. Er
will einen Beweis, den J. Karup in Masius’ ,Rundschau
der Versicherungen“, 1876, p. 437 u. f., veroffentlicht
hatte, anfechten, beweist aber dabei nur, dass er selber
Karups Gedankengang nicht richtig verstanden hat.

Was endlich K. Heym anbetrifft, so hat er die
Bedeutung der neuen Wahrscheinlichkeit nicht sogleich
erkannt, wie aus seinem in der ,Deutschen Ver-
sicherungszeitung“ von 1876, Nr. 3, verdffentlichten
Artikel hervorgeht. Doch gibt er die Moglichkeit einer
derartigen Begriffsbestimmung zu, macht aber keine An-
wendung davon. Gemeinsam mit J. Karup hat K. Heym

das Bestreben, den Satz von der zusammengesetzten

‘Wahrscheinlichkeit auch auf Fragen der Statistik an-
zuwenden. In seinem Werk iiber ,Die Kranken- und
Invalidenversicherung* (§ 36 und im Anhang, p. 65)
fordert Heym sogar ,unabhingige“ Wahrscheinlich-
keiten; er bleibt aber trotzdem bei den bisanhin ge-
brauchten .abhingigen“ Wahrscheinlichkeiten stehen;
indessen ist er sich bewusst, dass er dadurch einen
Fehler begeht und sieht daher scine Formeln nur als
Niherungen an. — Ferner fasst Heym die mathe-
matische Begriindung der neuen Theorie unrichtig auf,
da er von der empirischen Bestimmung der ,unab-
héngigen* Wahrscheinlichkeiten aus den Zahlen der
Beobachtung keine klare Vorstellung hat; er denkt
sogar, diese Ermittlung miisse der Berechnung der
Stérungen der Planeten analog sein! — Endlich be-
zweifelt Heym noch die praktische Anwendbarkeit der
Karupschen Wahrscheinlichkeiten und schreibt, die
von Behm an jener neuen Theorie geiibte Kritik (die
wir weiter oben widerlegt haben) sei ,in den meisten
Punkten zutreffend“*. Man ersieht hieraus, dass Heym
den eigentlichen Grundgedanken der Karupschen Theorie
nicht vollig erfasste, jedenfalls von dessen Tragweite
gar keine Ahnung hatte.

Da konnte M. Kanner viel eher als Heym ein
Vorldufer der neuen Theorie genannt werden, denn er hat
(im ,Journal des Kollegiums fiir Lebensversicherungs-
wissenschaft*, Bd. II [1871], p. 33—53, und in der
pDeutschen Versicherungszeitung“ von 1870, Nr. 15)
fiinf Jahre vor Karups erster Abhandlung die Mog-
lichkeit der Anwendung des Satzes von der zusammen-
gesetzten Wahrscheinlichkeit auch auf Fragen der
mathematischen Statistik bewiesen. Er schreibt sogar
(L. c. p.51), zur Verteidigung der oben erwihnten
Formeln Heyms (die Heym selbst nur als Néherungen
angesehen wissen wollte): ....Man kann nur sagen,
in den Heymschen Resultaten ist unter Invaliditéits-
wahrscheinlichkeit die unabhéingige Wahrscheinlichlkeit



zu verstehen, bei welcher man sich jede mit dem Tode
abgehende Person durch eine andere gleichen Alters
ersetzt denken kann.“ Dieser Passus beweist klar, dass
Kanner schon damals den neuen Begriff ganz richtig
erfasst hatte. — Und doch ist Kanner nur ein Vor-
laufer der ncuen Theorie; denn es $cheint ihm noch
die Einsicht zu fehlen (v. ,Deutsche Versicherungs-
zeitung* von 1870, Nr. 15), dass eine direkte Ermitt-
lung der unabhéngigen Wahrscheinlichkeiten, unmittel-
bar aus den durch die Beobachtung gegebenen Zahlen,
moglich ist. Vor allem aber fehlt Kanner die Erkenntnis
von der Wichtigkeit der Intensititsfunktion, von der
Bedeutung des Fundamentalsatzes, dass diese Funktion
sowohl nach der alten als auch nach der neuen Auf-
fassung genau diesclbe ist, im Gegensatze zum Wahr-
scheinlichkeitsbegriff.

‘Wenn also L. von Bortkiewicz, ohne Karups
,Finanzlage der Gothaischen Staatsdienerwitwensozie-
tit...“ iberhaupt zu erwdhnen, in seinem Referat
iiber die ., Anwendungen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung auf Statistik“, erschienen in der ,Enzyklo-
pidie der mathematischen Wissenschaften mit Ein-
schluss ihrer Anwendungen“, Bd. I, (1900—1904),
p- 849, schreibt: .,... Diese Konstruktion (ndmlich die
Konstruktion des Begriffes der ,,unabhiingigen“ Wahr-
scheinlichkeit), welche J. Karup zugeschrieben wird . . .%,
so vermag diese Bemerkung doch nicht an der Tatsache
zu riitteln, dass die neue Theorie, und zwar mit vollem
Rechte, Karups Namen fiihrt.
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Hiermit ist die historische Entwicklung der Karup-

schen Theorie skizziert, wie sie sich bis gegen Ende
des 19. Jahrhunderts vollzogen hat. Dieses erste Sta-
dium ldsst sich dadurch charakterisieren, dass die
Reaktivicrung noch nicht in den XKreis der theorc-
tischen Erorterungen einbezogen wird. Wihrend des
ersten Vierteljahrhunderts ihres Bestehens wurde der
neuen Theorie nicht die Wiirdigung zuteil, die ibrer
Bedeutung und Tragweite entspricht. Die Schuld
an dieser unverdienten Nichtbeachtung muss Griinden
verschiedenartiger Natur zugeschrieben werden. Einer-
seits, weil die Ansichten von Anhéngern und Gegnern
der neuen Theorie in einc ziemlich grosse Anzahl von
Arbeiten und kleineren Aufsétzen zerstreut und des-
wegen wohl nicht allgemein bekannt sind, anderseits,
weil in dieser ersten Epoche die Frage der Reakti-
vierung noch unberiicksichtigt bleibt, zu Anfang des
20. Jahrhunderts aber aufgerollt wird, habe ich diese
zusammenfassende historische Notiz hier gegeben. —
Im nichsten Kapitel soll gerade dieser noch unerledigte
Fall) in dem Reaktivierung stattfindet, erdrtert werden ).

3) Die vorliegende historische Notiz hatte ich fiir cinen am
29. Oktober 1910 abzuhaltenden Vortrag iiber die mathematische
Theorie der Invaliditatsversicherung zusammengestellt, den ich fur

Beziiglich der Ausscheideordnungen sei noch fol-
gendes bemerkt. Naturgeméss kam bei den allerersten
Formeln, welche neben dem Ableben noch die Inva-
liditi#it als Ausscheidungsursache beriicksichtigten, nur
absolutc und dauernde Dienstunfihigkeit in Frage,
Reaktivierung fiel ausser Betracht. Ferner wurde dabei
gleichmiissige Verteilung der Invalidititsfille iiber ein
Jahr vorausgesetzt und iberdies angenommen, die
Sterbensintensitit der Invaliden sei, fiir jedes Alter,
genau so gross wie diejenige der gleichaltrigen Aktiven.
Wohl die erste allgemein gebriuchliche und von letz-
terer Annahme freic Beziehung ist die von &. Hamza *),
Dr. G. Schiirtlin ®) und vielen andern benutzte Formel:
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welche nur gewdhnliche (nicht partielle) Wahrschein-
lichkeiten enthilt. Sic setzt, zu weiterer Verwertung,
die Kenntnis von ¢, ¢ und ¢, fiir die verschiedenen
Werte von x voraus. Sie ist identisch mit der un-
mittelbar einleuchtenden Relation:
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(wobei p; die Wahrscheinlichkeit bedeutet, dass ein
z-jihriger Invalide das Alter z -+ 1 crreichen werde,
und pii die Wahrscheinlichkeit dafiiv, dass ein z-jdh-
riger Aktiver das Alter z - 1, aber im Zustande der
Invaliditit, crleben werde); denn einerseits ist

P4d =1,

die 6. ordentliche Mitgliederversammlung der ,Vereinigung schwei-
zerischer Versicherungsmathematiker“, die an jenem Tage in
Lausanne tagte, vorbereitet hatte. Diese historische Notiz war
bereits verfasst, als ich von der Arbeit des Herrn P. Spargenberg :
»Die Karupsche Theorie der unabhangigen Wahrscheinlichkeiten
(erschienen im Heft 20 der ,Veroffentlichungen des deutschen
Vereins fiir Versicherungswissenschaft®, p. 91—179, ausgegeben
im Januar 1911) Kenntnis erhielt. In dieser Abhandlung, in der
der Gegenstand in klarer und ausfithrlicher Weise erdrtert wird,
kommt Herr P. Spangenberg im wesentlichen zu denselben Schluss-
folgerungen wie ich. Er hebt auch gebiihrend hervor, dass die
einzig richtige Fundierung der Frage im Begriffe der Intensitits-
funktion liegt, denn dann erweisen sich die partiellen Wahrschein-
lichkeiten als theoretische Notwendigkeit, und es kann dann hoch-
stens noch dariiber diskutiert werden, ol ihre praktische An-
wendungsfihigkeit hinter derjenigen der ,abhingigen“ oder ge-
wohnlichen Wahrscheinlichkeiten zuriickstehe. Diese Frage erledigt
Herr P.Spangenberg ebenfalls, im zweiten Teil seiner oben zitierten
Arbeit, mit dem Nachweis, dass die Karupsche Theorie auch in
der Praxis keinerlei Nachteile bietet. Dr L.-G. Du Pasquier.

4) Auf p. 164 der Abhandlung: ,Note sur la théorie mathéma-
tique de l'assurance contre le risque d’invalidité d’origine morbide,
sénile ou accidentelle.“ 3me congrés international d’actuaires, tenu
du 25 au 30 juin 1900, & Paris. Documents. Premiére partie,
Paris 1901, L. Dulac, éditeur; p. 154—201.

%) ,Zur mathematischen Theorie der Invalidititsversicherung*.
Bern, 1907, Stampfli & Cie., p. 4.

()
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anderseits, bei der Annahme, dass sich die Invalidi-
sierungen und die Sterbefille der Invaliden gleichmissig
itber das Jahr verteilen, gilt die Niherungsformel:

p=i, - (1— o dl) @

Eine zwecite Formel gibt E. Hamza an, auf S. 176
seiner oben ziticrten Arbeit fiir den dritten inter-
nationalen Kongress der Versicherungsmathematiker in
Paris, eine Formel, in der partielle Wahrscheinlich-
keiten Verwendung finden (Hamza nennt sie ,absolute*
Wahrscheinlichkeiten):

= () +
Auch diese Formel ist mit der Relation
R ®
identisch; es gilt nimlich niithcrungsweise:
ai . 1 aa i
=i (1= [T +a]), o

was zwar von Hamza nicht angegeben wird, aber aus
der Gleichung (d) hervorgcht, wenn man die Appro-
ximationsformel

. . 1
740:2’2/1:.(1—?'

benutzt und dann, nach dem Ausmultiplizieren, das

’qf) (g

aa

Glied % gl q, vernachlissigt.

An den Formeln (26) und (27) in § 31, welche

die genaue Beziehung zwischen Z:_i_] und l: angeben,
falls gleichmissige Verteilung der Invalidisierungen
sowohl als auch der Sterbefille vorausgesetzt wird,
konnen folgende Vereinfachungen der Schreibweise

yorgenommen werden :

p; statt ("7 ]);‘ l
: (h)
¢ statt 'q:’ l

Da néimlich dic Reaktivierung (fiir das ganze zweite
Kapitel) ausdriicklich ausgeschlossen wurde, kann in
beiden Fillen: beim Bestande der ZZ wie bei dem der

li, ein Invalide nur noch im Zustande der Dienst-

unféhigkeit sterben; q; und ’q: bedeuten also beide:
die Wahrscheinlichkeit, dass ecin z-jihriger Invalide
als Dienstunfihiger und vor Erreichung des Alters
x -+ 1 sterben werde.

. Die von uns aufgestellten Niherungsformeln konnen
dann folgendermassen geschrieben werden, wenn man

noch beriicksichtigt, dass, infolge der vorausgesetzten
gleichmissigen Verteilung der Invalidisierungen iiber
ein Jahr, v ="7_ist (siche die (leichung (20) in § 30)
und dass ’ p? statt ’pz_;, und 'q? statt 'q?, ge-
setzt werden kann:

B =l B+ 0, (29)
P =g il )1 'q:a;q; (30)
/ —

A

Alle diese Beziehungen, verglichen mit
b =0 2,17 - )

liefern Niherungsformeln fiir pii, die teilweise schon
bekannt waren. Zum Beispiel hat J. Riethmann ) die
schon von G. Zeuner 1869 aufgestellte und von
W. Kiittuer 7) neu begriindete Formel:

i

_. 7 .
pi=g. 2t
14p,
durch Einsetzen der Niherungsbeziehung (g),
A 2——’qa
umgewandelt in p¥*="'i_.p . —,
1+p,
welch letztere Formel identisch ist mit dem Ausdruck
aa
“@__r . ".1+_’p°?_’ (0

der sich durch Vergleich unserer Formel (32) mit der
Relation (b) ergibt, weil ja definitionsgemiiss

pat g =1 (k)
ist. Die Formel (29) wiirde, mit (b) verglichen, die
Beziehung liefern:
vy =", p,, 0]
welch letztere jedoch nur eine rohe Annidherung dar-
stellt, die fiir die meisten Alter einen viel zu kleinen
Wert fiir p:i liefert, wie die aus unserer Gleichung (30)
entspringende Bezichung

8) ,Zeitschrift fiir schweizerische Statistik“, Bd. 44 (1908),
und ,Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungs-
mathematiker®, 3. Heft (1908), p. 1—35.

") Schlsmilchs ,Zeitschrift fir Mathematik und Physik®,
Bd. 25 (1880), p. 17.
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pZ=’a.-pz-{1+ 5 } (m)

lehrt, da erfahrungsgemiss stets
> " >0 (n)

Die Beziehung (m) ergibt fiir p:i einen Wert, der um
—é— iy - q; . (q;-— 'q:“) Kleiner ‘ist als der aus der
Formel (f) abgeleitete. Die genaue Relation, bei der
gemachten Voraussetzung der gleichmissigen Verteilung
der Ausscheidungsfille iiber ein Jahr, ist aus unseren
Gleichungen (26) und (27) in § 31 zu entnehmen

und lautet:

N Z . I3 E__ i ]
p;t: 'iz . p_:: . ’qza_ P, - b, . Log nat p:\’ (1')
q, /

x

Bei der Annahme, dass sich die Ausscheidungs-
falle nicht gleichméssig iiber das Jahr verteilen, sondern
dass die auftretenden Intensititsfunktionen u®®, u’
und »_  wihrend der Dauer eines Jahres konstant

bleiben, findet man [abgesehen von der rohen An-

niherung (1)] die aus der Gleichung (35) in § 33 ent-
springende und unseres Wissens zum ersten Male in
einwandfreier Weise von uns begriindete genaue Relation:

‘uii_luﬁ
al i e ¢ N m—l )
-pa: =D, Yy I aa ) (S
M — My — Y

woraus niherungsweise :
i L[ @
Py =0, 7, (H—;- Py — My —1',0]) (t)

Unter den zahlreichen Approximationen erwéihnen
wir die aus unserer Gleichung (40) in § 34 zu ent-
nehmende Formel:

@i __p: i 1 T
o ='2x.pm. (1 —|——2- Iu,@_-—yi“]), (w)

giiltig bei konstanter Sterblichkeitsintensitit und gleich-
missiger Verteilung der Invalidisierungen iiber ein Jahr.

Beziiglich der verschiedenen Hypothesen iiber den
Verlauf von Sterblichkeit und Invaliditit vergleiche
man § 35.

III. Kapitel.

Behandlung des Falles, in dem Reak-
tivierung stattfindet.

§ 37. An die in § 24 angestcllten Betrachtungen
ankniipfend formulieren wir hier nochmals die zu l6-
sende Aufgabe: es gilt, zwei differenziierbare Funk-
tionen von z zu finden: z=1z =1 einerseits,
(={, = l: anderscits, von der Eigenschaft, dass sie
folgendes, schon in § 24 aufgestellte System von simul-
tanen Differentialgleichungen erster Ordnung befrie-
digen:

dz

H=le e (W) 6Y)
dt i
& =t (uTHe) @)

Dabei werden ' = f(z), 1l = q(z), v, = F(x)
und ¢ = P(x) als bekannte Funktionen des Alters x
betrachtet. Lisst man diese vier Funltionen ganz be-
liebig, so ist es 1m allgemeinen micht moglich, obiges
System der Qleichungen (35) und (36), bei alleiniger
Zuhillfenalme der bekannten elementaren Funkiionen
und threr Kombinationen, durch eine endliche Anzahl
von rationalen Operationen wund Quadraturen zu losen.
Auf den Beweis dieses Satzes, der in der mathema-
tischen Theoric der Differentialgleichungen eine grosse
prinzipielle Bedeutung hat, hicr cinzugehen, ist nicht
unsere Aufgabe. J. Liouville hat als erster fiir einen
bemerkenswerten Spezialfall cinen Beweis crbracht.
(,Comptes-rendus des séances de I’Académie des
Sciences de Paris“, 11 (1840), p. 729; _Journal de
mathématiques pures et appliquées“, fondé par Liou-
ville, série 1, tome 6 (1841), p. 1.) Eincn strengen Be-
weis dieses wichtigen Theorems, das fiir die allgemeine
lincare Differentialgleichung »'*** Ordnung (# > 1), so-
mit auch fiir dic allgemeine Riccattische Qleichung,
giiltig ist, gab E. Vessiot (Thése, Paris, 1892; publiée
aussi dans les ,Annales de ’Ecole Normale Supéricure®).
Wir begniigen uns, unter Verweisung auf die zitierten
Originalarbeiten, von dem Resultate Gebrauch zu ma-
chen (vergl. § 26). Wir werden dementsprechend so
vorgehen, dass wir zunichst iiber einc oder mehrere
dieser vier Funktionen cine Annahme machen, durch
welche das Gleichungssystem vereinfacht wird.

Durch cingehende Untersuchung haben wir mehrere
Fille gefunden, in denen obiges System von simultanen

. Differentialgleichungen (35) und (36) in geschlossener
" Form integriert werden kann. Einige davon falien

ausser Betracht, weil sie Funktionen heranziehen, deren
Verlauf mit der Wirklichkeit im Widerspruche steht.
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(Ein solcher Integrabilititsfall wiirde z. B. erfordern, dass
die Reaktivierungsintensitit mit steigendem Alter wachse,
ein anderer, dass die Sterblichkeitsintensitit mit wach-
sendem Alter geringer werde, was bekanntlich nur fiir
die ersten Lebensjahre zutrifft, im allgemeinen aber
nicht bei Erwachsenen, dic sich in den Dienst eines
Berufes gestellt haben, und solche allein legen wir
unserer Betrachtung zugrunde.) Unter den iibrigblei-
benden Integrabilitdtsfillen soll zunéichst der sich am
natiirlichsten darbietende behandelt werden; er beruht
auf folgender vereinfachender Voraussetzung:

§ 38. Hypothese. Die vier Intensitdtsfunktionen

/“Za:fv Mfz'r, "z:F7 Qm:¢ (1)

mogen wihrend der Dauer eines Jahres konstant

bleiben.

Die weitere Untersuchung kniipft an die Gleichung
(38) in § 26 an. Bei unscrer Annahme ist

f’:(])’:F’: (’)/ 207

so dass sich die erwihnte Gleichung auf die folgende
reduziert:

d*z  dz .
iz g FrEFret ) rz-(p-f o F+f-B)=0 (2)

Wir fiihren die Abkiirzungen
f+F+p+d=20, o-f+q-F+f-d=0, (3)

ein und haben im folgenden die Gleichung
d?z dz
dx;z—FZ-n-—dE—l—a,-z'—':-() “)

zu behandeln. Genau dieselbe lineare Differentialglei-
chung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
ergibt sich fiir die Funktion {=— :, was man durch
direkte Rechnung sofort bestitigen kann, oder auch
durch die Uberlegung, dass unsere obige Hypothese
von der Konstanz der Intensititsfunktionen die Sym-
metrie des Vorganges wahrt (vergl. § 2, Schluss). Die
obige Gleichung (4) wird uns demnach als Lisung die
allgemeine Gestalt sowohl von z als auch von ¢ liefern.

Bekanntlich kann man eine lineare Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten durch den Ex-
ponentialansatz l6sen. Wir setzen dementsprechend:

3. x dz S . d?z s . =
z=2¢""", woraus =0 i ~W=s2-e9 T 3)

Durch Substitution dieser Wertc in die Gleichung (4)

verwandelt sich diese in:

(s”—|—2-o-s-|——o,)-es'x:

Da nun der Faktor ¢ * fiir endliche Werte von
x nicht verschwindet, muss die Gleichung

s*+2-0-5s4+0,=0 (6)

bestehen. Sie besitzt die zwei Wurzeln:

s,:—a—-l—]/oz—;.z———-o—l—t )
s,:——a—]/;z—o,:——a—t (™)

Infolgedessen ist, nach der allgemeinen Theorie
der Differentialgleichungen, jede Losung von (4) in
der Form :

Zzox.esl..’b_l_oz.esg.m (8)

enthalten, wobei C, und C, willkiirliche Konstanten
vorstellen.

§ 39. Der Verlauf der Funktion z=17" hiingt
wesentlich davon ab, ob s, und s, reell oder imaginér
ausfallen. KEs ist demmnach zunichst zu entscheiden,
ob die Diskriminante der Gleichung (4), d. i. der Aus-
druck o? — ¢,, positiv oder negativ ist.

Theorie und Beobachtung lehren, dass die Sterb-
lichkeitsintensitdt der Invaliden im allgemeinen grosser
als die der gleichaltrigen Aktiven ist:

e > pt

Hiillt man sich den ganzen Vorgang, der sich zwischen
den zwei Versicherungsbestinden B_ und B, abspielt,
gegenwirtig (v. §§ 1 und 2), so leuchtet ein, dass die
Invalidisierungsintensitdt im allgemeinen grosser sein
muss, als dic Sterblichkeitsintensitdt der Invaliden, da
sich sonst der Bestand B; gar nicht bilden konnte:

v, > ,uz. Die Reaktivierungsintensitit o_ ist erfahrungs-
gemiiss fast immer sehr klein. Zwischen den eingefiihrten
vier Intensitédtsfunktionen bestehen demnach folgende
Ungleichungen:

v, >l >l > 9
oder, in unserer abgekiirzten Bezeichnungsweise:

F>p>f>0 ®)

Aus diesen Ungleichungen entspringen folgende
Gleichungen, in denen ¢ und ¢ positive Grossen be-
deuteri:

p=rf+e, F=ftets

Die in Frage stehende Diskriminante o2 — o, ver-
wandelt sich nun, bei Beriicksichtigung von (3) und
(10) und nach Multiplikation mit 4, wodurch ja das
Vorzeichen nicht beeinflusst wird, in:

(10)
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[0+ 7+ 0+9+T+ e+
—4 - [f-(F+)+T+ - (T+et+e)+1- 9]
=[rrs.rt2eteT
—4 -2 B fed e )
=@ H2- 2 D) fd e O (FF DP

d. h. in eine (bei den getroffenen Annahmen) sicher
positive Grosse. Demnach stellen s, und s, reelle Gros-
sen vor.

§ 40. Zur Bestimmung der noch willkiirlichen
Konstanten €, und C; in (8) muss man von einem
bestimmlen (iibrigens willkiirlichen) Anfangszustand
ausgehen. Wir betrachten zu diesem Zweck einen so
niedrigen Wert von x, dass bei diesem Alter die Mog-
lichkeit der Erwerbsunfihigkeit erst beginnt. Bedeutet
n dieses niedrigste Alter, so ist fiir dasselbe die An-

-

zahl der Erwerbsunfihigen Null: lff ={,=0, und

die Anzahl der Aktiven, I'* =2z , wird mit der Anzahl
der unter Beobachtung stehenden Lebenden iiberhaupt

identifiziert. Dieses Vorgehen ist um so eher gerecht-

fertigt, als die Invaliditdtswahrscheinlichkeit in den
ersten Jahren der Erwerbsfihigkeit im allgemeinen
nur gering ist. Der betrachtete Anfangszustand sei
also durch die Gleichungen

g, =0, B

(11)

definiert (vergl. hiermit § 51).

§ 41. Durch Differentiation von (8) und bei Be-
riicksichtigung von (35) erhilt man:
dz ‘

81-3)
W:CI'SI'e +C,'S;3‘e

82 o

,
£ anw
ory 0y T Sy (lu'.z +V:c)

Substituiert man in dieser Relation, sowie in (8),
den Wert n fiir  und beriicksichtigt den Anfangs-
zustand, wie er durch die Gleichungen (11) festgelegt
wird, so entstehen die zwei Gleichungen:

2

S; -0 8, . N
2, =C, € +c, e’

S, n

— s . n
—z, (W) =C s 4 Ces e

welche cine Berechnung von C, und C, gestatten aus:
npad \ S, n
z, (sl + vn) =0,-e . (5, — 82)

z, (s, -+ ,u? + vn) =C, - et (55— 8)

Infolgedessen liefert die Gleichung (8):

2a —8, . n 1 8 .2
2»'-—_—2"'{(8,+lu,” +‘V”) - € l S, — 8 .e!
aa 1 —S,.n 8,

-|”(31+I“Z _l_vn).sl—sz.e 2 ‘ea }’

S, - (x—n)

2 — 2, . {(Sx +/'¢?+vn) - e

$— 8,

—@+ﬁ+n%é”ﬂ, (12)

oder, nach leichter Umformung:

2 s o (x—mn) 8 . (x—n) Sy (x—n)
—=e' -—h@‘ —e’ )(m

aa
wobei zur Abkiirzung S:Mh = b gesetzst ist.
8§ — 8,

Die Funktion { = l:: befriedigt, wie schon in § 38
erwihnt, dieselbe lineare Differentialgleichung (4) wie
2, hat demnach auch die Form:

é_:0‘eal.:c_'_C’yo.e‘s:z.:c, (Sa,)
wo C und C, willkiirliche Konstanten vorstellen. Deren
Wert hingt von den Anfangsbedingungen ab. Nun
haben wir den Anfangszustand, von dem aus wir den
Vorgang sich abspielen lassen wollen, durch die Glei-
chungen (11) bereits festgelegt, so dass sich die Er-
mittlung von C und C, folgendermassen gestaltet:

durch Differentiation von (8a) und bei Beriicksichtigung
der Gleichung (36) in § 37 erhélt man:
ag

F i C-sl-e.'. +Cpes,08

S,

.2-13

=z v, — Q,‘(/I‘: + Q:c)

Substituiert man hierin, sowie in (8a), den Wert
n fiir x, so entstehen, wegen der Anfangsbedingungen
(11), die folgenden zwei Gleichungen:

Sl . L

n 8, 7
0o=c¢c.e' +¢-€e°

8,. n

Bl.n »
z, v, =0-5-€ + Cps,- €

n
die man, zur Berechnung von ¢ und C,, iiber-

fiihrt in:

2

Sl~11 dl.ﬂv 31-I
z,v,=C-s-€ — Ces;-€ = C.-(s, — 8)-€

8,- n

Ssnﬂ 271 32.
2, v, =05, —Cps€ =0Cp(s:—8,)-€



Infolgedessen liefert die Gtleichung (8a):

'; 1 —8;. 7 8, -
g:zn-vn-[—-—— e €

(81— s2) .
n 8. . x|
.e’ J, oder:

(333 . (z-—n)]

1 Sy
N
S_o-—Sl

+

z" v, . Ieal‘(a:—n) .
\
Die Gleichungen (13) und (14) gestalten es, z und
¢ als Punktionen von x zu berechnen.

[ = (14)

8 — 8.

§ 42. Durch Einsetzen der Werte von s, und s,
aus den Gleichungen (7) und (7’) in die Ausdriicke (13)
und (14) lassen sich fiir z— 1 und fiir { =1 noch

andere Gestalten erzielen., Zieht man in Betracht,

dass
§=—o-+=<
Sy=—o0—7
folglich: s,—s;=2-7 und s 4 =—2-.0,

so geht der Ausdruck (12) iiber in:

z —o . (x—n) . (r—n) —z . (x—n)
Z, =€ -(r-[e +e ]

aa . (x—n) —z . (x—n)
e e

Dieser Ausdruck lédsst sich kiirzer schreiben, wenn
man die von Leonhard Euler eingefithrten ,Hyperbel-
funktionen“ benutzt. Es lautet nimlich die Definition
von Sinus hyperbolicus = (geschrieben Gin z):

| e —e
Ginz = (16)
2
und die Definition von Cosinus hyperbolicus x (ge-
schrieben Rof x):

e+e” 16’
. (169

KQof z =

Bei Benutzung dieser Schreibweise ergibt sich fiir
den obigen Ausdruck von z:
2 —o . (x—n)
e

: {1 - R0f (z - (m—n))

+ (o — i — ) - ®in (r - (x——n))} (158)

In dhnlicher Weise formt man den Ausdruck (14)
fiir { = Z'Z um. Es wird:

){—a—r) . (a:—-n)}

. 2,7, { (—ot1) . (x—n)

. —o.(x—n) 1 (AR (x—mn) —t. (x—n)
— . . — 7
e 5 le e ban

<

oder, bei Bénutzung der Hyperbelfunktionen,

2 v

t = " "'e
Sg T

—o . (x—n)

- Sin (r . (x—n)) (17a)

Die Invalidititsordnung gestaltet sich demnach

wie folgt:
=0
By e L g
n-41 n n T
o= 7 L euen
n427 Tn Yy € T * T
i aa —3-e 1 Sin (3
ln+3 ) l“ . ‘V” . e . T . Ill( ‘T)
o=y e T L i)
n4-4 n n 1

und die Aktivitdtsordnung wird:

aw aa
ln - ln =2

lm

n4-1

aa
—ln :

. B
=1 e .907(2.1)4-_——.@111(2.1)[

n4-2 T

R e“"'”.{@of (3-z)+°;’f’;—_—vﬁ.©tn(3.r)}

aa

—i.o O—M, =%, ~.
e A Rof (}ur)—|——t—-@m(l-1)

l(l(l.

aa
nli T ln :

§ 43. Unsere ndchste Aufgabe besteht darin, eine

Beziehung zu finden, die es gestattet, von l;’ auf lf+l,

ebenso von % auf lg‘jrl, zu schliessen. Suchen wir



zuniichst die Beziehung zwischen { und { . Die
Gleichung (17a) liefert:

-0 .

- e m-@in(r-(x—n))

Durch Substitution von (x4 1) an Stelle von x
ergibt sich:

[r3
ARy —a. (@+1)
n n .e

[

S:¢:+1 =

- Gin(r- (@ —n 4 1))

T

Dividiert man diese zwei Gleichungen durchein-
ander, so erhdlt man:

Cm—l-l: ;l+1 L Gin(r « (x—n+1)) a9)
& I @in (‘L’ - (x— n))

Das Verhiiltnis der 2 Anzahlen von Invaliden, die
jeweilen am Anfang und am Ende desselben einjihrigen
Zeitraumes leben, ldsst sich demnach vermittelst der
Hyperbelfunktion &in x in einfacher Weise ausdriicken
(é7° ist nach Voraussetzung eine Konstante). Nun sind
Tafeln der Hyperbelfunktionen berechnet worden (z. B.
in der ,Hitte*, Ingenieurs Taschenbuch, gehen sie
von x =0 bis = 5,09). Es ist aber zweckmissig,
neben dem genauen Ausdruck (18) eine fiir die Praxis
zugénglichere Formel abzuleiten, auch wenn sie nur eine
Annéherung an den streng richtigen Ausdruck darstellt.

Ni#herungsformeln.
§ 44. Zu cinem Néherungswerte fiir das Verhdltnis

it
x+1

ii

gelangt man durch Reihenentwicklung. Benutzt

man die Definitionsgleichung (16) und die bekannte
Exponentialreihe :

z 1 x? 8 xt .. v
e = +x+ﬂ+§f+'—4“!—+...lnlnf., (16)
so findet man fiir sinus hyperbolicus x die Entwicklung:

. x® x® ol o
@mx:x—k.m—l-a—}—ﬂ-}—...mmf (16a)

Dementsprechend verwandelt sich die Gleichung (18) in:
e (x—-n+ 1)3+z5-(x—n+ 1)5+ .

lf;l_ _0.1-(x—n+1)+ 31 5!
ii . (z-n)®  1° - (z-n)°
lm T-(x—n) -4 (3! ) : (5! ) +e
= 1+r*-(x;l'kl)ﬁ4-14'(w_?+1)4+---
=" (1455): . .
Z=nl g - @-n)? . (z-n)t
31 5T

. (18a) | ermitteln.
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. d. h. der Grenzwert, dem sich (

Als erste Anniherung findet man demnach:

)

Solange die Intensititsfunktionen p}", we, v, 0,
von der Grossenordnung einiger Tausendstel sind (was
vom 16. bis gegen das 40. Lebensjahr ungefihr zutrifft),
"bewegen sich ¢ und v annidhernd in demselben Inter-

it

! -0
B < .(1_|_

il
Z:n

1
r—n

- vall, so dass 7 - (x — n) den Betrag einiger Hundertstel

kaum iibersteigt. Ersetzt man also den in der (leichung
(18) stehenden Quotienten der zwei Hyperbelfunktionen

durch den Bruch tn——H, so werden Glieder

vernachlissigt, deren Grossenordnung einige Zehn-
tausendstel nicht iibertrifft. Dann darf man aber, im
Hinblick auf die Exponentialreihe (16”), auch €~°
durch (1 — o) crsetzen, denn die weggelassenen Glieder
iibersteigen dann den Betrag einiger Hunderttausendstel
nicht. Man erhilt somit als erste Approximation :

)

Dabei ist 0 = % . (‘u,? —+ ‘u: + v, 4 Qz), und »

bedeutet das niedrigste Alter, in welchem der Kintritt
von Erwerbsunfihigkeit im betrachteten Versicherungs-
bestande iiberhaupt konstaticrt wird, mit andern Wor-
ten: n bedeutet dasjenige Alter, in welchem alle Ver-
sicherten noch alitiv sind. Bis gegen das Alter von
40 Jahren ist die durch diese Formel erreichbare
Anniherung an den tatsichlichen Verlauf als eine
befriedigende und fiir die Bediirfnisse der Praxis aus-
reichende zu bezeichnen.

i
o1
lii

T

1
€r—

(l—a)-<1+

n

§ 45. Fiir den Anfangswert x = scheint die
Niherungsformel (19), wie auch dic strenge Formel
(18), zu versagen, da beide fiir das in Frage stehende
Verhiltnis den Wert oo liefern. Dieser Ubelstand
ldsst sich unschwer beheben.

Aus der Gleichung (18) folgt namlich:
Gin (r- (n- n+1))

" @in (x-(u-n)

—0

e

it

0. oo =unbestimmt.

it
ln+1 -

ii
Es ist also der sogenannte .,wahre Wert* von |-=——
g n Sin0

l’ii‘

k4

@in ('r s (x— n))

© unbegrenzt ndhert, wenn x gegen = konvergiert, zu

Dics kann geschehen, indem man fiir

26



l: = {, seinen Wert aus (17a) einsetzt. Es wird dann
der gesuchte wahre Wert:
B A

ler lf
G @m)|

Demnach wiirde sich, bei konsequenter Vernach-
lissigung aller Glieder von hoherer als erster Ordnung,
die Invaliditdtsausscheidetafel wie folgt gestalten:

=0

B =1, (1—0)
0, =2.1 .y .(1—2.0)
B,=3.1" . (1—3.0)

Indessen empfiehlt es sich, den durch Anwendung

der Néherungsformel (19) begangenen Fehler nicht
noch zu vergrossern und fiir Berechnungen folgende
Invaliditédtsordnung zugrunde zu legen:

=0
7 T Gin
=€ 0y, 2
1
= vn-(l—o)-(l—l-—G—-t’)
byy=2" by, - (1—0)
:2-1;_“.7”-(1—0)2-(1-1-%-:2)
= z;;ﬂ (1 — o)
aa 1
—3. 0 .v,,-(1—o)3-(1+€.12)
it 4 ii
ln+4= -l+3-(1—0)
aa 1
=4 1"y (1—o)- (+F.ﬂ)
it l il
ln+) 7—1 ln-H.— - (1—o0)
aa 1
=10 -(1—0)1-(1-4-?.%)
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Dabei ist in erster Approximation

@Inrd h1+—

ersetzt worden.

§ 46. Zu einer Darstellung, die den tatsichlichen
Verlauf genauer wiedergibt, ohne von Hyperbelfunktionen
Gebrauch zu machen, gelangt man, indem man den
letzten Bruch von (18a) in eine Potenzreihe entwickelt.
Man findet bei Benutzung des polynomischen Lehrsatzes:

1
Ly f’*g!—")’ ¥ (”;r")‘ +
=1_ L (x_n’)s_{_ 360 -7t (1:—-—72)“
——1%23-1“ (t—mn)e4.....
Ferner:

(1'+t (0 3'""*‘1)2 4'(x;!’ﬂ+1)4+ ..... )
Lo (1 —6— to(x—n)? 4 320 -r*-(x—n)‘—-...)
__1—|- i - (2z—2n 4 1)

3640 8- (x—n)? - (x—n—1)—12.(x—n)—3}
_|_45’;60 o (m—n41)°—93 - (m—n)
+49 . (x—n)t - (x—n+1)2
—63 - (z—n) (@—n+ 1)
Fo '

Ersetzt man noch € ° durch die bekannte Reihen-
entwicklung (16”), so verwandelt sich schliesslich (18a)
in folgende Formel (19a):

r—n—4+1 1 sy 2 (x—n)4+1
pa—ntt |1 [o PR CEDE SR

x—n l 2

—z. [

o+ (4. (z—n)+2)-0°

] — ) ]

-|—(_2 ; [:r,——n]—}—l) . r’]

1
T

_(Tss" . [x—n]z-[a;—n-——l]———g—



2. (x—
1;10 -[a‘+10- il € 3n)+] SRS &

——(% cflx—n)? - [xr—n—1]—4 . [a:—-n]—l) . z“]

Als zweite Anniherung ergibt sich somit, wenn man
die Glieder von hoherer als zweiter Ordnung weglisst:

r—n—+1 [

I pra—— ll—o

z41

:zf.

1
+5 - 02—|——(1;— . (2-(x—n)+1)-12} (20)
und, wenn zur Abkiirzung
b:l—a—{—%-oz—k%-tz

gesetzt wird, als entsprechende Ausscheideordnung der
Invaliden:

=0
P 1 1 2 |
b1 = ln " Va " _6+?'6+—6_ T
Y
l’l'i 2 ln 1 2
e =™ 4 " gy ” b+'3— *T
aa 1
—2 8y b (b4 g o)
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Es leuchtet ein, dass man aus obiger Gleichung
(19a) auf mannigfache Art Nahcrungsformeln ableiten |

kann. Als letztes Beispiel sei die folgende Formel (20)
angefiihrt, in der nur Glieder von hoherer als dritter
Ordnung vernachlissigt sind und die als dritte An-
niherung angesehen werden kann:

Tl (SUNIEE SIS
.{1+ xln] . [1—[—%-1’-(2-x~2-n+1)](20')

Dabei bedeutet » wieder dasjenige Alter, in welchem
alle Versicherten noch aktiv sind, und die Bedeutung
von o und 7 ist aus den Gleichungen (3) und (7) in
§ 88 zu entnehmen. Die Genauigkeit der Formel (20°)
wird noch durch den Umstand erhdht, dass der erste
Faktor, gleich (1 —o-+ % o”—% 03), etwas zu klein,
der letzte Faktor etwas zu gross ist, so dass sich die
Fehler teilweise aufheben. Da sogar die Glieder fiinften
Grades dabei teilweise beriicksichtigt werden, ist unter
den getroffenen Annahmen die Approximation eine
sehr scharfe.

Bei Anwendung der Formel (207) gestaltet sich
die Invaliditéitsordnung wie folgt:

r =0

= fa—a (1 o)+ 5]
i+

= [(1 —a- (1) ]
Tl

_ 1_[(1__)(1+%>+%]

(49)- (2 )

=t a0 (144 o)+ 5]

:3.1;1_“-1:”.[(1—0).(1+%.02>+%.g{r

(igee) () (14 2



ln+4_l“ l:(l_”)'(l‘}‘—;"-dz)—[—%.a{l

i)

lll

i
n4d T = l

nt+i—1

fo—o-frg ) e5e]
2=l )
6

§ 47. Wir gehen nun dazu iiber, eine Beziehung

2
(1

laa,

1 abzuleiten. Setzt man zur Ab-

zwischen 7* und
kiirzung

@

so geht die Gleichung (15a) von § 42 in die fol-
gende iiber:

oA . aa___‘ 7.
r—n=ux und 6 —pu, —v =k,

° {Q’Df @ - x) +7;6 - Gin(r- 1,"}

Ersetzt man hierin « durch x4 1, so wird:
—o. @)
e

o - @ 1)

+2 @in( @+ 1)

Nach Division der letzteren durch die vorletzte
Gleichung ergibt sich als streng giiltige Beziehung:

laa
Zac+1 _ =1
l“; - laa

_ Rof(re(z-n +1))+§ -Gin(r-(x-n+1))

Kof(z - (x-n)) +§ -Gin(z - (x—n))

Es wird zweckmissig sein, neben dieser gemauen !

Relation eine einfachere, in der Praxis handliche Be-

@1 |

ziehung abzuleiten, in welcher Exponential- und Hy-
perbelfunktionen nicht mehr auftreten.

Ni#herungsformeln,

§ 48. Zu Approximationswerten fiir das Verhilt-
aw
nis :‘H gelangt man durch Entwicklung der auf-
tretenden Funktionen in Potenzreihen. Unter Benutzung
der allbekannten Exponentialreihe (16”) findet man

fiir den hyperbolischen Cosinus:

Kof = =.% (" +e7)
o (16h)
pam— 1 + —.;_! + % + —z_! + e in inf.

Benutzt man daneben die Entwicklung (16a) in
§ 44 fiir @inx, so verwandelt sich der Bruch in
§ 47, Gleichung (21), bei Anwendung der dort ein-
gefithrten Abkiirzungen (a), folgendermassen:

2. 1)2 A ) S.(x 4+ 1)3
14T (x+ Yoyt (-(x +1)+T—(9;,+—) +)
72 x' o't k 3.2 1o’
1+ 2' 4‘ + +_ (Tx+ 3‘ +—5—!_+"')

NS ) I »
@7 WL*%A+1*”+”D

2.4 ! o
T z'? [ 14 k-x ]
(2 nt 2.1+41
Durch Entwicklung in eine Potenzreihe vermittelst
des binomischen Lehrsatzes findet man:

2

0 2.2
T
1

U...00

2

i

1 1
x, D = H k1)

0...00
Z 22 et
) 2!

=1—1r.2' 4 Kt —

1+_2-L/{+1

Boxds kit — a4 ...

—%-‘52'.’1}’2—‘—%'14'2}‘,4—{—”‘
+k.12.x'3.<%_%.1— x’2+...)
__(.73_.;52.,2.3;'4_*_% A R AT

Beachtet man, dass % und 7 von gleicher
Grossenordnung sind und schreibt man demgemiss
die Glieder in der Reihenfolge ihrer Grossenordnung,
8o ergibt sich:



T =k R > 2

’ 4 7 2 ) /4
) (o )
— k. (754_% .7f9.,2+%%.,4\) NP LIS B

Der Bruch in § 47, Gleichung (21), ist nun das
Produkt aus

Wa,lk—z) und {1+k @+ 1)+ 5 (”+1)2

14-(x;!4-1)*+k ot (J; 1 }

und dieses Produkt, nach der Grossenordnung der
Glieder entwickelt, ergibt:

+k.12.(gc!'+1)3+

R R e 8

—at k(2 — zf)}

k)—— 2 (2= 17) 2 (222~ 1)1l

Diese letztere Reihe, mit ¢ multipliziert, liefert
la_a
den Wert des Verhiltnisses —*.

laa

Ersetzt man noch

e durch die bekannte Exponentialreihe (16”), so
wird schliesslich :

41 3 1

z:‘; =(1—ot gy —gr+—)- (kg
(2 —71% + 2l (2 — 1)

4+ 2’; P ) (212)

Endlich kann man noch das Produkt aus diesen
zwei Reihen durch eine einzige Reihe ersetzen:

SRR £ SN T WIS B
la 1+k 6+{2 “+x (T ]‘) 9 OJ
z

[k 2 2 72y 29 2 rofe 72
+1—6—°T —,C'(T —]C)O.L ——?O[I +2-:L‘-(‘t ‘—]L)]

1
Ty

........................................

Die Formeln (21a) und (21b) gestatten es nun,
den durch die Gleichung (21) in § 47 genau aus-
gedriickten Zusammenhang in mannigfacher Weise
durch Niherungen zu ersetzen, wobei an Stelle
von z sein urspriinglicher Wert £ —n zu substi-
tuieren ist.

§ 49. Die drei Werte o,z und k=0— pu* — »_sind
von derselben Grossenordnung. Vernachlissigt man die
Glieder hoherer als erster Ordnung, so erreicht man
die erste Approximation an den tatsichlichen Verlauf.

Da k—o= ——(‘u.?f + 1'")7 so wird:
B
la

T

— (2 + 1,,) (22)

Die entsprechende Aktivitdtsordnung lautet dann
einfach:

aa

" =z,

aa aa

ln -1 =cC- ln

aa aa 2 aa
ln—l—2 - ln+1 =c - ln

aa aa 3 jaa
Zn-|-3 ¢ ln—}—? =cC - ln

aa aa aa
ln—l—l Zn-{—) 1 ‘ Z’n

Die in Jahresintervallen aufeinanderfolgenden
Zahlen Z:L “1=0,1, 2, 3,4, ..

metrische Progression. Mit andern Worten:

.) bilden eine geo-
dic An-

1 der Aktivititsordnung gehorchen dem viel-

zahlen i
genannten ,Gesetz der Bevolkerungsvermehrung (oder
-verminderung) welches aussagt, dass die Einwohner-
zahl ciner (von Ein- und Auswanderungen freien) Be-
volkerung nach geometrischer Progression zu- oder
abnehme, ein ,Gesetz“, das nach Leonhard Euler viele
Statistiker ihren Berechnungen zugrunde gelegt haben.
Dieses ,Gesetz“ stellt aber bekanntlich, wie auch in
unserer Formel, nur eine Anndherung an den tat-
siichlichen Verlauf dar und behdlt nur fiir kleine Zeit-
rdume seine approximative Giiltigkeit.
Etwas genauer ist die Formel

aa
x4-1

la.a

(22)

=(1—0a) (145

Sie liefert zwar auch fiir die Anzahlen 3* der
Aktiven eine gecometrische Progression, solange man o,
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und folglich auch %, konstanten Wert beilegt, da sich
die entsprechende Aktivititsordnung folgendermassen
gestaltet:

aa a4

=1 -0 +h)
o, =1 -0+ =10 -0). 0+ B

B =l {1 -0 @+ Bf = B {(-0)- L+ B

Der Hauptvorzug der Formel (22), im Vergleich

mit der Formel (22°), besteht aber, abgesehen von der
grosseren Gtenauigkeit, in folgendem Umstande: Die
Grosse ¢c=1— u.*—w»,_ ist eine absolute Konstante;
sie gestattet es also nicht, den im Laufe der Jahre
sich tatsichlich einstellenden Veréinderungen von Sterb-
lichkeits-, Invalidisierungs- und Reaktivierungsintensitit
Rechnung zu tragen. Dies gestattet nun das in (22)
auftretende Produkt (1 — o)- (1 -+ k), wobei, nach
den Gleichungen (1) und (3) in § 38:

1 i 7 wa
a:~2ﬁ.( :“+;Lm+arm—|—gm) und k:o——,u.i —,.

Nach der in § 38 aufgestellten Grundhypothese
sind ndmlich die vier Intensititsfunktionen pu2*, ‘uii,

x

v, und o, wihrend der Dauer eines Jahres konstant.
Man kann ihnen aber sehr wohl von Jahr zu Jahr
wechselnde Werte beilegen und so dem tatséchlichen
Verlauf moglichst nahe kommen. Fiir die jiingeren
Alter, bei denen die Schwankungen der Intensitiits-
funktionen nur gering sind, wird man diese Konstanz,
ohne erheblichen Fehler, auf einen lingeren Zeitraum
ausdehnen konnen und das Produkt (1 — o). (1} k)
nur fiir Zeitabschnitte von z. B. fiinf Jahren neu be-
rechnen. Die entsprechende Aktivitdtsordnung setat
sich dann aus einer Serie von geometrischen Pro-
gressionen zusammen.

§ 50. Von den mannigfachen Néherungsformeln,
die aus den Gleichungen (21a) und (21b) gezogen
werden konnen, seien hier noch einige erwéhnt; zu-
niichst die folgende, die alle Glieder zweiter Ordnung
beriicksichtigt :

z .
2 —(1—0).(14k)

laa

to @)t @) =) (@29

Die dabei erzielte Genauigkeit ist eine grosse,
denn die weggelassenen Glieder sind von der Grissen-
ordnung einiger Hundertmillionstel, solange die In-
tensititsfunktionen einige Tausendstel betragen, wie
es bei jlingeren Altern tatsichlich zutrifft; selbst
wenn Sterblichkeits- und Invalidisierungsintensitit auf
0,1 anwachsen, iibersteigt der Gesamtbetrag der ver-
nachlissigten Glieder einige Tausendstel nicht.

Setzt man, zur Abkiirzung,
1
a=(1—0)-(1+k)+ 5-E+o),

so gestaltet sich die entsprechende Aktivitdtsordnung
wie folgt:

2 =1 (a4 — 1)

@ __ e

n4-2 nt1 (a + 2. [T2 - k2])

=1 (a2 — ) (a2 [2— &)

ZE :lﬁ

n4-3 nte * (a + 3. [72 — kgl)

= lf,_“- (a+22-K) . (a+2.[2-K°]) - (a+3 - [r2-K*])

b =Ly - (@22 — ¥

Fiir die Grosse a gelten dieselben Uberlegungen,
die am Schlusse von § 49 beziiglich des Produktes
(1 —o0)-(1+ k) gemacht wurden: man kann auch «
fiir lingere Zeitriume als konstant ansehen und seinen
Wert nur fiir Zeitintervalle von z. B. je fiinf Jahren
neu berechnen.

Bemerkenswert ist ferner die Formel:

Lot ' 1, .,
(1 —0) (1 B 5+ o) = (227)

aa
lﬂ?

Sie liefert ndmlich eine Aktivititsordnung, deren
Anzahlen I’* eine Serie von geometrischen Progres-
sionen bilden, ganz wie die Formel (22), unter-
scheidet sich demnach von letzterer nur durch die
grossere Genauigkeit (vergl. den Schluss von § 49).
Die entsprechende Ausscheideordnung der Aktiven
lautet :



aa
1" =z,

aa

Zn+1 ﬂ : z-n
aa 2
ln+2 - ﬂ =
aa "
n-l-'r—‘ﬁ =

aa z—n
la: - ﬁ * 2,

Sehr grosse Approximation an die Wirklichkeit
wird durch die Beziehung

(L—w+2 -—%wﬂ-0+%

+§.(1+§)+(x—n>-[12—k2]) 24)

aq
la:-i—l

l(l(‘L

geliefert. Sie beriicksichtigt teilweise die Glieder bis
zur fiinften Ordnung, und ihre Genauigkeit wird noch
durch den Umstand verschiirft, dass der erste Faktor
zu klein, der zweite zu gross ist.

Bemerkung.

§ 51. Durch die Fixierung des Anfangszustandes,
den wir durch die Gleichungen (11) in § 40 deiiniert
haben, ist die Symmetrie in bezug auf 2% und I auf-

gehoben, da lﬁf:O und 7°*+0 angenommen wurde.
Bis zu jener Stelle ergaben sich die auf den Bestand der
Invaliden beziiglichen Formeln aus den entsprechenden
fiir den Bestand der Aktiven einfach durch Verwand-
lung der Indices «a in 4 einerseits, von », in o
anderseits, und wice versa. Aber von § 41 ab ist dies
nicht mehr der Fall. Es wirft sich nun die Frage auf,
wie sich die Beziehungen gestalten, wenn man die
Symmetrie des Vorganges bis zum Schlusse wahrt;
diese Frage wollen wir jetzt kurz beantworten.

Zu diesem Zweck definieren wir den Anfangs- |

zustand so, dass weder I°* noch I’ verschwindet. Es
bedeutet dann % nicht mehr das niedrigste Alter, bei
dem die Moglichkeit der Erwerbsunfihigkeit iiberhaupt
erst beginnt, sondern irgendeinen spiteren Zeitpunkt.

An Stelle der Gleichungen (11) von § 40 migen dem- |

nach die folgenden treten:

aa u__-.
L =z, [ ¢

Sn?

und 2z, sowoll als { posifive ganze Zahlen vorstellen.

207

(24")

Durch einen Gedankengang, der dem in § 41
| entwickelten ganz analog ist, findet man nach leichten
| Rechnungen, die wir der Kiirze halber hier unter-
. driicken, fiir die Anzahl der Aktiven und der Inva-
| liden des Alters x folgende Ausdriicke, worin zur
i Abkiirzung

2" an Stelle von £ — = steht:

x!

zm:l;‘zazs1 (sl—i—,u —}—v)
— (32 + N—:—:T,' + 1’73) . esl'w}.
Cn (2% S, - s
ot (e —e), e
und entsprechend :
o & é‘ i -t
be = l.v —s, {(s‘ + oy + @n)
(s) + u, —I— \,,) esrw !
J
. Zn"l'n 33'“:' - sl.m')
8§ — S ) (() € (26)

Diese Ausdriicke offenbaren ganz deutlich die Sym-
metrie des Aufbaues, denn durch Verwandlung der In-
dices aa in 7/ einerseits, von ¢ in » anderseits, und
vice versa, dndern sich weder s, noch s,, was aus ihrer
Definition sofort einleuchtet. Erinnert man sich, dass
s;=—o0-}7 und s,=— o0 —7 und fithrt man, wie
in § 42, die Hyperbelfunktionen ein, so wird man die
obigen Ausdriicke leicht in folgende umwandeln:

AEOES {m o2

to— r) Sin (- x)} @25)

ZJ.‘:

$or0y

Il

HEE
und entsprechend:

szzgfﬂw$mij

+( nc il +o— /l“ —0 ) Sin (- ) Er.ac')} (26")

n

oder auch:

| szzn'e—a"’~{:—:-%f(ﬁxj
i)
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Setzt man speziell {, = 0, so gehen diese For-
meln in die frither direkt abgeleiteten Ausdriicke
(15a) und (17a) iiber, wie es auch a prior:
sein muss.

§ 52. Sucht man endlich den Ausdruck fiir das
ZE

Verhiltnis X1 |
l(ba

(leichungen, wenn man, zur Abkl‘il‘zung7

+k—M

so findet man vermoge obiger

aa ' . S Qn
c—u, —v, =k und

(27)

setzt, fiir das betreffende Verhiltnis folgende Formel:
Ginfr.(z'+1)]

R Sof [z- (@ + )]+

41 —G T

=e. & ~— (28)
L Sof (r-2) +K . ___‘_"_if_x_)._

Dieser Ausdruck unterscheidet sich aber von dem
in § 47 Gleichung (21) figurierenden nur dadurch,
dass %’ an Stelle von % steht.

Nun unterscheiden sich %" und % nur durch das

@ . .. "
“ " | sind infolgedessen von derselben Grossen-

ordnung. .nAls Resultat der Untersuchung ergibt sich
hiernach der Satz: Die Formel (21) in § 47 stellt
auch im allgemeinen Fall, d.h. bei beliebigen An-

3 1 > a'
fangsbedingungen, den Zusammenhang zwischen I, o

und l:;—“ dar, vorausgesetzt nur, dass der Konstanten %
der richtige Wert erteilt wird. Die in den §§ 48—350 ent-
wickelten Niherungsformeln behalten also ihre Giiltig-

. Ly e . :
keit, wenn % durch &’ =k |- LZJ ersetzt wird. Die
n
einfachsten seien hier zusammengestellt:

wa «
S .

z+1 —1— ‘ll, —, + a " @y

Zua <

?
n

oder genauer:

aa

l—””i—‘—_—(l—a).<1+a——,

e
7

Entsprechend lauten die Naherungsformeln fiir den
Bestand der Invaliden:

— é’ )
T ), e

n

wobel Immer: ¢ =

4 v, +o,)

e .
= Z
1
-+ —1— —9,,+ n}‘ n

Zu Sa

oder, genauer,

it

:c+l
l:c

zn.vn) 30
=) ©0)

Am empfehlenswertesten scheinen die folgenden,
der Beziehung (23) in § 50 entsprechenden Formeln:
setzt man, unter Beriicksichtigung von (27), zur Ab-
kiirzung

Ve=(—0) 1 +¥)+ 5

=(l—o)- <1 + o‘——;tf— ¢+

@t (60

wobei, wie immer, die Bednutung von ¢ und 7 aus
den Gleichungen (3) und (7) in § 38 zu entnehmen

ist, so wird:
2y (e —n) - (2 —E'Y) (31)
laa
Entsprechend sei:
— z -y
W =0 —pué—o + HL' = 27)
1 R '
fr=>0—=0- -0+ +5" (47 30
Dann wird:
SR = @) - (@ — ") (32)
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§ 53. Ich habe es vermieden, das Verhiltnis —=tL
l(l,(l,

@

, oder den Bruch ! mit p¥
Zn

T

mit p>* zu bezeichnen.

Konsequenterweise bedcutet nidmlich p:: dic Wahr-
scheinlichkeit, dass eine z-jéahrige dienstunfihige Per-
son das Alter x + 1 im Zustande der Invaliditit er-
reichen werde (gleichgiiltig iibrigens, ob dicse Person
im Laufe des Jahres einmal oder mehrmals, infolge von
(renesung, voriibergehend in die Reihen der Aktiven
cintritt). Diese Wahrscheinlichkeit wiire gleich dem
il
Quotienten 2% nur dann, wenn der unter Beobachtung
lll
T
stehende Bestand der l:f Versicherten keinen Zuwachs
an Mitgliedern crhielte. Im vorhegenden Fall trifft
lL
dies aber nicht zu, so dass der Bruch ! die formalen
. lu

x

pd
Bedingungen ciner Wahrscheinlichkeitsgrosse nicht er-

fillt (vergl. die ,Bemerkung“ in § 238). In der Tat
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befinden sich, am Ende des betreffenden Altersjahres,

unter den lf; , Invaliden solche, die erst im Verlaufe
der fraglichen Zeitspanne aus dem Bestande der Aktiven

heritberkamen und demnach unter den lfz Invaliden
des Jahresanfanges nicht mitgezéhlt sind. Infolgedessen

il

beziehen sich. Zihler und Nenner des Bruches —“t
le

€T
nicht immer auf dieselbe Gesamtheit, denn die Menge,

die im Zéhler ZZ_I figuriert, ist nicht notwendigerweise

als Teilmenge in der durch den Nenner Zfabgezéihlten

Menge enthalten. Ahnliches gilt fiir den Quotienten cay

aa
lfl!

Die richtige Bedeutung von p’z und p‘;_“ erhellt
aus den Relationen:

A R T N )
o=l o +L° 0 (34)

Dabei hat pf die in § 36 angegebene Bedeutung
und kann in erster Annéherung durch den dort unter
(?) angefiihrten Ausdruck ersetzt werden. pi“ ist, wie
unmittelbar einleuchtet, die Wahrscheinlichkeit, dass
eine z-jihrige, dienstunfihige Person das Alter x 41,
aber im Zustande der Aktivitit, erreichen werde.

Hiermit ist der erste Teil meiner Arbeit zu Ende
gefithrt: das System der simultanen Differential-
gleichungen (35) und (86) ist vollsténdig integriert fiir
den Fall, dass die vier Intensititsfunktionen

aa

g
wehrend der Dauer eines Jalires konstant bleiben,
und die entsprechenden Aktivitits- und Invaliditits-
ordnungen sind aufgestellt.

» sy o, und v,

In einem zweiten Teil soll jene Hypothese von
der Konstanz der Intensitdtsfunktionen fallen gelassen
und dazu iitbergegangen werden, auf Grund der ge-
fundenen Beziehungen Formeln zur Berechnung von
Rentenbarwerten und Primien abzuleiten.

Le taux de Iintérét dans I'assurance sur la vie en Suisse”.

Par M. 8. Dumas, Docteur ¢s Sciences.

Nous possédons un grand nombre de travaux impor-
tants sur la mortalité; les compagnies d’assurances sur
la vie ne reculent devant aucuns frais ni aucuncs
peines pour se procurer de bonnes tables de mortalité
et pour étudier les phénoménes qui influent sur la
durée de la vie humainc. En revanche, la littérature
ne nous fournit guére d’études d’ensemble sur le taux
de Pintérét; les indications relatives & ce sujet sont
disséminées dans une foule de publications ct par ccla
méme peu accessibles. La difficulté de rien prévoir en
cette matiére ne doit pourtant pas nous empécher de
jeter un coup d’eeil sur le passé et de nous efforcer
d’en tirer quelques enseignements pour l’avenir. C’est

1) Un grand nombre de chiffres publiés dans cette étude sont
tirés des rapports du Bureau fédéral des Assurances; quelques-
uns relatifs & la Société suisse d’assurances générales sur la vie
humaine et & la Patria ont été publiés dans les comptes rendus
de ces sociétés; enfin MM. Ney, Riem, Rubli et Verdier ont eu la
grande obligeance de nous communiquer les résultats des com-
pagnies dont ils sont actuaires; nous leur en témoignons ici notre
sincére reconnaissance.

pourquoi nous avons réuni les quelques données que nous
avons pu nous procurer sur le produit des placements
effectués par les sociétés suisses d’assurances sur la vie.

Nous devons dés maintenant faire bien remarquer
que nos tableaux ne donnent qu'une idée approxima-
tive du taux de I'intérét en Suisse. Indépendamment
du fait que dans un pays et un moment donnés le
taux varic dans de trés larges limites suivant la nature
et les conditions des placements, il ne faut pas oublier
que les sociétés d’assurances possédent des immeubles
et des titres dont l'acquisition remonte & plusieurs
années. Le taux qu’elles réalisent est ainsi une sorte
de moyenne dans le temps; comme il est influencé
par les taux antéricurs, il oscille relativement lentement.

Notre tableau 1 montre quels taux d’intérét les
sociétés suisses d’assurances sur la vie ont retiré de
leurs placements. Nous en avons pris la plus grande
partie des éléments dans les comptes rendus des com-
pagnies; nous ne pouvons donc pas nous en servir a
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