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Uber die Berechnung von Durchschnittswerten
Von Dr. H. Wyss, Mathematiker der eidg. Versicherungskasse

L

Die beobachtende Statistik untersucht ein bestimmt umschriebenes Material
nach zwei Merkmalen und ordnet das eine anhand des zweiten. Im allgemeinen
braucht sich die Gliederung nicht auf zwei Merkmale zu beschrénken, doch kann
die Unterscheidung von mehreren jeweils als Kette von zweidimensionalen Dar-
stellungen aufgefasst und auf diesen einfachen Fall zuriickgefithrt werden. Bei
Unterscheidung von zwei Merkmalen kann prinzipiell sowohl das eine wie das
andere als Ordnungsgrundlage auftreten. Praktisch wird sich aber meist das eine
als ausgesprochenes Ordnungsmerkmal darbieten und zur Gliederung des Materials
dienen. Zu diesem ersten Merkmal, das die Rolle der unabhingigen Basis spielt,
steht das zweite, beobachtete Merkmal in einer gewissen Abhéngigkeit. Seine
fortlaufende Zuordnung zum Ordnungsmerkmal ergibt eine fiir das Material
charakteristische Beobachtungsreihe.

Bildlich lasst sich eine solche Gliederung etwa darstellen, indem das Ordnungs-
merkmal mit einer bestimmten Streckeneinheit als Basis aufgetragen und jeder
Stufe das abhéngige Beobachtungsmerkmal als Hohe zugeordnet wird.

Soll beispielsweise aus einem Personalbestande die Lohnsumme nach dem
Alter des Arbeiters geordnet werden, so tritt das Alter als Ordnungsmerkmal, die
Lohnhohe als Beobachtungsmerkmal auf. Es entsteht, gestiitzt auf die Feststel-
lung der schweizerischen Unfallversicherungsanstalt, dass
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die nachstehende graphische Darstellung (Fig. 1):
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Die Reihe des vom Ordnungsmerkmal abhidngigen Beobachtungsmerkmals
(in der Figur durch die ausgezogene Linie hervorgehoben) stellt die Lohnordnung
des untersuchten Personalbestandes dar.

II.

Es konnen dabei zwei verschiedene Arten von statistischen Beobachtungen
unterschieden werden, die zu zwei besonderen Darstellungstypen fithren:

Typus A: Fortgesetzte Beobachtung an ein und demselben Material zeichnet
die Veranderung des Beobachtungsmerkmals von der ersten zur letzten Messung
auf, liefert also eine Enftwicklungsaufnahme.

Typus B: Eine einzige Beobachtung gliedert den Materialbestand nach einem
Ordnungsmerkmal und liefert eine Gliederungsaufnahme.

Jedes Beobachtungsergebnis lisst sich einem dieser zwei Typen unterordnen
und entweder als Entwicklungsaufnahme oder als Gliederungsaufnahme dar-
stellen. Anhand von zwei Beispielen sollen vorerst einige Besonderheiten dieser
beiden Darstellungstypen festgestellt werden.

A. Beispiel einer Entwicklungsaufnahme. Das eidgendssische Getreideamt
beherbergte wihrend des Jahres 1926 in seinen Lagerhdusern folgende Getreide-
mengen:

Am 1. Januar. . . . . . . 53.000 Tonnen = 1,
Ende Januar . . . . . . . 64.000 » =1,
» Februar. . . . . .. 60.000 » =1,
» Marz. . . .. ... 49.000 » =1,
» April. . . ..o L. 37.000 » =1,
» Mai ... ... L. 33.000 » = 15
» Juni . ..o L. 17.000  » = 1,
» Juli Lol 33.000 » =1,
» August . . . . . .. 36.000 » = 1,
»  September . . . . . 28.000 » =1,
»  Oktober. . . . . . . 41.000 » = 1y
» November. . . . . . 43.000 » = 14
» Dezember. . . . . . 49.000 » = 1,

Summe . . . 543.000 Tonnen =th
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Wéhrend des ganzen Jahres wurde in Abstdnden von 1 Monat die Lager-
menge festgestellt. Das Ergebnis gibt also eine Entwicklungsaufnahme. Ihre
graphische Darstellung ist aus Figur 2 ersichtlich:

Ple Lagermenge ist nur in lqgmmgﬁl‘mlt
Abstdnden von ganzen Monaten &
bekannt; fiir zwischenliegende
Zeiten wurde sie nicht beobachtet.

Ist es wiinschbar, dennoch ihre
kontinuierliche Entwicklung zu L A B R
verfolgen, so kann die Verénde- Datin “M - o
rung von einem Stande zum Fig. 2. ]%nt'wxcklung del: Lagermenge in eidge-

. R L nossischen Getreidelagern, 1926
nachstfolgenden als gleichmaéssig,
als geradlinig gedacht werden. Dann wird naherungsweise die Entwicklung der
Lagermenge durch die ausgezogene Linie der Figur 2 dargestellt. Aus dieser
Aufzeichnung ist auch ersichtlich, welche Getreidemenge wéhrend des ganzen
Jahres 1926 in den Lagerhausern lag. Diese wird namlich dargestellt durch die
Flache, die begrenzt ist von der Entwicklungslinie zwischen der ersten und
letzten Beobachtung. Geometrisch setzt sie sich zusammen aus 12 Trapezen von
der Breite 1, deren parallele Seiten jeweils durch Beobachtung bekannt sind.

Aus der Figur 2 kann also sofort die algebraische Darstellung der gelagerten
Menge abgelesen werden. Bezeichnet nidmlich, wie in der Aufstellung oben bereits
angedeutet wurde, [, den Lagerbestand im Zeitpunkt /, dann ist der Inhalt des
ft*n Trapezes gegeben durch:

L, +1
2

Die Gesamtflache aller Trapeze, welche die im Jahre beherbergte Lagermenge
darstellt, wird also berechnet durch:

R

Nach Einsetzung der Zahlwerte aus der oben angegebenen Feststellung lasst
sich im vorliegenden Beispiel die Lagermenge fiir das Jahr 1926 berechnen:

2, — 543.000 Tonnen
abziiglich: t=0
!
halber Anfangsbestand. . . . . . . = -—;— = 26.500
l
»  Endbestand . . .. . ... =2 — 24500
2 51.000 »

Lagermenge. . . . . . = L = 492.000 Tonnen
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Durch diese Darlegung wird der haufige Irrtum, als Lagermenge einfach
die Summe der je auf Monatsende festgestellten Lagerbestidnde (im vorliegenden
Fall 490.000 Tonnen) zu betrachten, ausgeschlossen.

B. Beispiel einer Gliederungsaufnahme. Auf Ende 1926 wurde die Dienst-
altersverteilung der schweizerischen Grenzwichter festgestellt. Als Ordnungs-
merkmal diente dabei die Zahl der zuriickgelegten Dienstjahre, als Beobachtungs-
merkmal die zugehorige Personenzahl. Werden naherungsweise die Personen
innerhalb einer Altersgruppe als gleichmaissig verteilt vorausgesetzt, so ist das
mittlere Dienstalter der Gruppe mit n zuriickgelegten Dienstjahren (also fiir die

zwischen dem nte® und (n 4 1)te® Dienstalter Stehenden) n -+ -;— Jahre. Die

Beobachtungen im Bestande der Grenzwichter ergaben auf Ende 1926 folgende
Dienstaltersverteilung:

Dionsiabee. Dienstalter Grengwachter
t t 45 Kyl
0 1 4= ks
1 1L 49 = kypy
2 o1 12 = Kyl
3 3L 31 = kyyl
4 a1 35 = Ky
5 51 68 = koy
6 6L 106 = kyd
7 7L 184 = kyyl
8 81 310 = kyy
9 91 86 = ko1
10 101 29 = ket
55
Total (0—55) 1947 = )kt
t=0

Wird in jedem aufgefiihrten Dienstalter (t + -%—) die entsprechende Personen-

zahl kﬁ_% als Hohe aufgetragen, so ergibt sich nachstehende graphische Dar-
stellung (Fig. 3, Seite 374).

Der Voraussetzung gleichmaissiger Verteilung der Personen auf die Dienst-
altersgruppe entspricht die Darstellung durch Rechtecke. Die aus den Rechtecken
zusammengesetzte Beobachtungsfliche kommt der Gesamtzahl der Ende 1926
beobachteten Grenzwichter gleich.
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Fig. 3. Gliederung der schweizerischen Grenzwichter nach dem Dienstalter,
Ende 1926

Wird zur algebraischen Darstellung, wie in der Tabelle oben bereits angedeutet,
die beobachtete Zahl fiir das Ordnungsmerkmal ¢ mit k, bezeichnet, so wird der
Inhalt der ganzen Beobachtungsflache als Summe der Rechtecke berechnet nach:

(2]
K= Dkt
t=0

wo o das hochste Ordnungsmerkmal bedeutet. -
Im gewiahlten Beispiele ist

55
K= Z kel = 1947,
t=0

die Gesamtzahl der Grenzwéchter.

IIIL

Zwischen den beiden Aufnahmetypen besteht ein Zusammenhang, so dass der
eine in den andern iibergefiihrt werden kann, vorausgesetzt, dass die notigen
Einzelheiten der Beobachtung bekannt sind. So ist es beispielsweise mdglich,
eine Gliederungsaufnahme durch Rekonstruktion in eine Entwicklungsaufnahme
umzuformen. Eine solche Umwandlung wird andeutungsweise am zweiten Bei-
spiele des vorigen Abschnittes gezeigt.

Dort wurde festgestellt, dass Ende 1926

1
kt_,._;‘_ Grenzwichter im Dienstalter ¢ o stehen

1
kepre L » » » t4+ 14 5 Usw.

Wird aber als Ordnungsmerkmal nicht das Dienstalter, sondern jeweils das
rekonstruierte Stichjahr gewihlt, dann lisst sich das Beobachtungsmaterial
anders ordnen.

Wenn sich namlich die Eintritte gleichmaissig iiber das Jahr verteilten, wie
es der oben getroffenen Voraussetzung entspricht, dann gehorten von den Ende
1926 Beobachteten der Grenzpolizei an:
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vor ¢ Jahren J:llnic;s:;ltfi e ? Grenzwichter
[2]
0 1926 l, (alle Beobachteten) = Z k;.,.%
=0
1 1925 l,_, (alleohnedie1926 i s
Eingetretenen) Ry
- t=1
(2]
2 1924 lica - Z kst
t=2
.w.
¢ 1926 — ¢ Iy, )
t
@
w—1 1926 — (w—1) [,  (blossdie Dienst-
altesten) - Z kev &
t=w—1
@
® 1926 — o l, (keine) — D k1 =0

Wird nach dieser Aufstellung mit dem Stichjahre als Ordnungsmerkmal
die Figur konstruiert, wobei geméss der Voraussetzung linearer Verteilung der
Eintritte iiber das Jahr die aufgetragenen Hohen geradlinig verbunden werden
konnen, so ergibt sich die Entwicklungsdarstellung in Figur 4:

Die ausgezogene Linie stellt die Entwick- N
lung des Endbestandes dar, der durch die End- . LT n
ordinate lw wiedergegeben wird. Dessen Auf- > v
teilung in Gruppen von Personen vom Dienst-
alter %, 14, 21 usw. wird in der Figur durch b Ku-tm
die Projektionen der frithern Ordinaten [, 4, . ! JF;
1, usw. auf die Endordinate angedeutet. 7 il

Die Uberfiithrung der Gliederungsaufnahme ende s ;;;’; B

in eine Entwicklungsaufnahme ist also in all-

gemeiner Form wirklich gelungen. Dabei ist aber zu bemerken, dass die rekon-
struierte Entwicklung natiirlich bloss jene Elemente beriicksichtigt, die in
deren Endpunkt dem Materiale noch angehoren, nicht aber solche, die wohl vor
einigen Jahren zum Bestande gehorten, seither aber ausgeschieden sind.

Die Umformung wurde im vorliegenden Beispiele fiir ein Zeitmass als Ord-
nungsmerkmal durchgefiihrt. Es ist aber leicht einzusehen, dass die Moglichkeit
einer Umwandlung ebenso fiir ein ganz beliebiges Ordnungsmerkmal besteht,
wenn auch in manchen Fillen die Rekonstruktion der Entwicklung keinen prak-
tischen Sinn bekommt.
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1v.

Im soeben behandelten Beispiel (Figur 4) stellt die letzte Beobachtung [
die Gesamtzahl der Grenzwichter auf Ende 1926 dar. Die ganze Flache aber, die

t=0

oder wegen [, =0

I(a)
L= lt_§

©
t=

1

gibt die vom Endbestande im ganzen zugebrachte Dienstzeit an.

Es soll nun auch aus der namlichen, aber als Gliederungsaufnahme darge-
stellten Beobachtung die gesamte Dienstzeit berechnet werden.

In jener Darstellung (vgl. Fig. 3) wird durch die Flache als Summe der Recht-
ecke die Zahl der Mitglieder wiedergegeben.

Zur Ermittlung der gesamten Dienstzeit des Bestandes kommt jedem Recht-
eck verschiedene Wichtigkeit zu. Es umfasst nidmlich das erste Rechteck jene
Wichter, die durchschnittlich 4 Jahr im Dienste gestanden sind; die Gruppe
des zweiten Rechteckes hat schon 1} Dienstjahre zuriickgelegt, die Gruppe des
dritten schon 24 usw. Zur Berechnung der ganzen zuriickgelegten Dienstzeit
muss also das zweite Rechteck stiarker ins Gewicht fallen als das erste, das dritte
aber stérker als das zweite usw. Den verschiedenen Rechtecken muss ein statisti-
sches Gewicht beigeordnet werden, ihrer Wichtigkeit fiir die betreffende Rechnung
entsprechend. Im vorliegenden Beispiel dient das Dienstalter der jeweiligen Gruppe
als Gewicht.

Algebraisch lasst sich die Summe der auf solche Weise gewogenen Rechtecke

darstellen durch:
W
1
1 _
L= (g) ferd

t=0

Dieser Wert soll der soeben aus der rekonstruierten Entwicklungsdarstellung
berechneten gesamten Dienstzeit L gleichkommen.

.Dieser Zusammenhang muss durch algebraische Umformung nachweisbar
sein:

Der Ausdruck fiir L! kann umgewandelt werden:

oS D

t=0

1 1 1
5"%4- 1ok + 25kl + - - +( ——)k‘,__;

I
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'

= 1+—%—+2 kz-l-%—l's ka-l-%"l_ R —}—((D—l)kw_;

1
T [ P

W © (%]
= Z k1 + Zkt*'% + + Z ket
t=1 t=2 t=0—1
(%]
1
+3 kep L

Aus der Aufstellung des vorigen Abschnittes IV geht hervor, dass nach der
gewéhlten Bezeichnungsweise gilt:

Iw—t= Z k”'%
t

Wird diese Einsetzung durchgefiihrt, so entsteht:
1
Li=l,_, +l,_,+ o +htgl,

oder:
N 1
L1= th —El“)
t=1

Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber nach dem friiheren Ergebnis = L,

so dass wirklich besteht:
L'=L

V.

Aus den bisherigen Ergebnissen der vorliegenden Untersuchung kann iiber
die beiden fiir die Darstellung statistischer Beobachtungen zu unterscheidenden
Typen folgende Charakterisierung zusammengestellt werden.

A. Entwicklungsaufnahme: kommt zustande durch fortgesetzte Beobachtun-
gen; fithrt zu einer Beobachtungsfliche, die sich aus Trapezen vom gleichen sta-
tistischen Gewicht zusammensetzt.

B. Gliederungsaufnahme: ordnet die Ergebnisse einer einzigen Beobachtung
nach einem Ordnungsmerkmal: fithrt zu einer Beobachtungsfliche aus Recht-
ecken, die in bezug auf das Ordnungsmerkmal verschiedene statistische Gewichte
besitzen.

Die Gliederungsaufnahme kann durch Rekonstruktion in eine Entwicklungs-
aufnahme umgeformt werden, so dass deren Trapezfliche der gewogenen Recht-
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ecksflache gleichkommt. Mit geniigend detaillierten Beobachtungselementen ist
auch umgekehrt die Umwandlung einer Entwicklungsaufnahme in eine Gliede-
rungsaufnahme maglich.

VI.

Liegen nun die Ergebnisse verschiedener Beobachtungen vor, die miteinander
verglichen werden sollen, so erweisen sich die unregelmaissigen, aus Rechtecken
oder Trapezen zusammengefiigten Beobachtungsflichen zu Gegeniiberstellungen
als ungeeignet. Da nur Verschiedenheiten in einer Richtung einfach abgeschatzt
werden konnen, miissen die Beobachtungsflichen vorerst auf eine vergleichbare
Form gebracht, am besten in ein inhaltsgleiches Rechteck umgewandelt werden.
Wird dann die eine Ausdehnung der Vergleichsrechtecke iibereinstimmend ge-
wihlt, so sind sie bloss noch nach der anderen Dimension zu vergleichen, was nun
ohne weiteres geschehen kann. Die nicht gewihlte Ausdehnung des Vergleichs-
rechtecks stellt aber jeweilen einen fiir die Beobachtung charakteristischen Durch-
schnittswert dar. :

Wird vorerst die Vereinfachung einer Entwicklungsaufnahme in Betracht
gezogen, so ist nach den Ausfilhrungen weiter oben die Beobachtungsfldche be-
kannt als L. Der Inhalt des zu Vergleichen gesuchten Rechteckes muss eben
so gross sein. Da aber weder iiber die Hohe noch iiber die Basis eine Vorschrift
besteht, sind eine ganze Reihe von Rechtecken denkbar, die alle die Bedingung
erfiillen, dass ihr Inhalt L ist. Von all diesen Kombinationen sind aber bloss
deren zwei gebrauchlich: Entweder wird als Seitenbedingung fiir das Vergleichs-
rechteck die hochste in der Beobachtung verzeichnete Ausdehnung des Ordnungs-
merkmals oder der Hochstwert des Beobachtungsmerkmals gew&hlt.

Im ersten Falle wird die Basis des Rechteckes der ganzen Ausdehnung der
Beobachtungsordnung gleichgesetzt. Dann stellt die Hohe des Rechteckes vom
vorgeschriebenen Inhalt L das mittlere Beobachtungsmerkmal dar.

Im zweiten Falle wird als Hoéhe des Rechteckes die grosste Beobachtung
festgesetzt. Seine Basis gibt dann das mittlere Ordnungsmerkmal wieder.

Die Umwandlung der Darstellungsfliche einer Gliederungsaufnahme kann
nicht in so einfacher Weise durchgefiihrt werden, da sie sich ja aus Rechtecken
von verschiedenem Gewicht zusammensetzt. Doch ist ihre Umformung in eine
Entwicklungsdarstellung und deren weitere Vereinfachung bekannt. Es besteht
also auch die Moglichkeit, eine Gliederungsaufnahme zu reduzieren.

Die algebraische Formulierung dieser Ergebnisse verlangt die Einfithrung
einiger Bezeichnungen:

Iy sei der hochste Beobachtungswert der Entwicklungsaufnahme,
T das grosste in Betracht gezogene Ordnungsmerkmal,
L wie frither die Beobachtungsfliche der Entwicklungsdarstellung. Der
Inhalt des Vergleichsrechteckes muss dann ebenfalls L sein.

Im ersten Falle wird als dessen Basis T gewéhlt, so dass seine Hohe 1, (das
mittlere Beobachtungsmerkmal) bestimmt wird durch:

L
ld:?
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1

Im zweiten Falle wird als Hohe des Rechteckes I gew#hlt, so dass dessen
Basis {4 (das mittlere Ordnungsmerkmal) dargestellt wird als:

L
=
47T
Liegen die Beobachtungsergebnisse in Form einer Gliederungsaufnahme vor,
so wird die Berechnung der entsprechenden Durchschnittswerte folgendermassen
erreicht: -
Die Beobachtungsfliche misst ohne Beriicksichtigung der statistischen Ge-

(3]
wichte K =Zk‘+%; die gewogene Flache, welche nach den friiheren Aus-

t=0 .
fiihrungen der Beobachtungsfliche der rekonstruierten Entwicklungsdarstellung

(4}
: 1
entspricht, misst L =Z(i—|——2—) k¢+_;.. Der hochste beobachtete Wert der
=0
rekonstruierten Aufnahme ist deren Endwert:

=1 =Z koi=K
t=0

-

Das grosste beriicksichtigte Ordnungsmerkmal ist wieder T. Diese Ein-
setzungen, die aus der bereits eingefiihrten Bezeichnungsweise folgen, beriick-
sichtigen nun schon die notwendige Umformung der Gliederungsaufnahme, so dass
fiir sie die Mittelwerte wie folgt zu berechnen sind:

Mittleres Beobachtungsmerkmal =

©

X (- g)res

Die Beziehung zwischen mittlerem Beobachtungsmerkmal und mittlerem
Ordnungsmerkmal ist allgemein hergestellt durch:

1,-T=t,1,

Zur Erlduterung wird das im Abschnitt II angefiithrte Beispiel einer Ent-
wicklungsaufnahme herangezogen (Getreidelagerung 1926).
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Wie dort bereits berechnet wurde, ist L = 492.000 Tonnen. Die Aufstellung
zeigt, dass die hochste Lagermenge betragt Iy = [; = 64.000. Das grosste Ord-
nungsmerkmal ist T = 12. Das mittlere Beobachtungsmerkmal (die mittlere
Lagermenge) berechnet sich demnach zu:

L 492.000

h=7="T15

Das mittlere Ordnungsmerkmal (die mittlere Lagerdauer) betrégt:

L 492.000
td = E = —maa— == 7,7 Monate.

=41.000 Tonnen.

An diesem Beispiele wird auch besonders deutlich, weshalb als Seitenbedin-
gung des Vergleichsrechteckes die Hochstwerte der Merkmale verwendet werden.
Die mittlere Lagermenge beantwortet die Frage: Welche gleichbleibende Ge-
treidemenge muss wihrend der ganzen Beobachtungszeit gelagert werden, so
dass im ganzen die beobachtete Menge L beherbergt wird? In dieser Frage ist
eben schon die ganze Beobachtungszeit T als Bedingung enthalten.

Die mittlere Lagerdauer aber 16st die Frage: Wie lange muss das Lager
gefiillt sein, bis es die beobachtete Menge L beherbergt hat? Als Bedingung in
dieser Frage tritt die Menge auf, welche das Lager fiillt; dies ist aber offenbar die
hochst beobachtete Menge Iz. Denn so viel muss das Lager fassen, mehr braucht
es (wenigstens wihrend der in Betracht gezogenen Beobachtungszeit) nicht zu
fassen.

Die Bildung der besprochenen Durchschnittswerte kann schematisch fol-
gendermassen dargestellt werden:

Y .

‘ T >

‘ N L
— L -
Aroder xoen,

fx.
024w éPpwn O01ws 8 WU 01 uwsé boa

PEE

—+ Msute
Fig. 5. Beobachtete Fliche —)» umgewandelte Fliche —> umgewandelte Fliche
(Hohe des Rechteckes (Basis des Rechteckes
= mittlere Lagermenge) = mittlere Lagerdauer)
VII.

Aus den bisherigen Ausfithrungen geht hervor, dass im allgemeinen der Wert
des mittleren Merkmales nicht durch ein einfaches arithmetisches Mittel aus
den Beobachtungen dargestellt wird. Es hat sich namlich ergeben, dass die Fliche
L einer Entwicklungsaufnahme aus einer Summe von Trapezen besteht und zu
den Beobachtungen in der Beziehung steht:

Y lo lw
r=2 i—(3+3)
t=0
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i

Die Durchschnittswerte einer Gliederungsaufnahme jedoch berechnen sich aus
der gewogenen Fliche nach der Beziehung:

[2]
1
L= et g) ke
t=0
(wo l, bzw. k; gemiss der fritheren Bezeichnungsweise die Beobachtungsergebnisse
bedeuten).

Durch eine genaue Darstellung dieser an und fiir sich einfachen Verhéltnisse
konnen eine Reihe von haufig iibersehenen Irrtiimern vermieden werden. Wir
mochten nur einen davon erwihnen, da er sich in dem verbreiteten Lehrbuche
von Schdr ) findet und als Schema zu solchen Durchschnittsberechnungen be-
niitzt wird.

In jenem Werke (S. 298) soll namlich die mittlere Lagerdauer berechnet

werden aus Anfangsbestand, Endbestand und Eingang. Wir beniitzen zur Wieder-
gabe von Schars Methode die oben beniitzten Bezeichnungen:

Eingangsinventur . . . . . . . .. e e e =,
Schlussinventur . . . . . . . ..o L L L. .o =1,
Durchschnittswert des Lagers. . . . . . . . . . = % o+ 1)
Eingang im Jahr . . . . . . . . . ..o L. = E
Einstandswert der verkauften Ware. . . . . . . =l +E—]I,

Dabei wurde als Beobachtungsmerkmal der Wert des Lagers, nicht die
Lagermenge, wie in unserem Beispiele der Getreidelagerung, gewéhlt; dadurch
wird aber die Berechnungsmethode nicht beeinflusst. Unter Beniitzung obiger
Bezeichnungen lautet die von Schir angegebene Formel zur Berechnung der
mittleren Lagerdauer:

IL,+1,

RO @
365 5

WETEEL

Tage

Vorerst ist zu bemerken, dass das Rechnungsergebnis nicht genauer sein kann
als die Messung der Beobachtungen. Aus bloss zwei Beobachtungen zum Beginn
und Schluss des Jahres kann die mittlere Lagerdauer nur angenéhert, jedenfalls
nicht auf Tage genau berechnet werden.

Ferner braucht Schérs Formel bloss fiir einige charakteristische Fille aus-
gewertet zu werden, um ihre Unvollkommenheit deutlich zu machen.

1. Fall: Das Lager dufne sich erst im Laufe des Jahres und werde wieder aus-
verkauft. Es ist also: Iy =1, =0. Trotzdem offensichtlich das Lager eine
Zeitlang belegt ist durch den Eingang E, und also eine mittlere Lagerdauer zu
verzeichnen ist, ergibt Schiars Formel:

Yy Schdr, Buchhaltung und Bilanz (Berlin 1921).
26
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0+0
365T

“S0FE—¢ E "

t

°
E
2. Fall: Weder Eingang noch Ausgang ist zu verzeichnen: E = 0. Anfangs-

und Endbestand des Lagers sind also gleich: [, = [,. Die mittlere Lagerdauer ist
offensichtlich 1 Jahr. Schirs Formel aber ergibt:

I, 41
0 0

3656 —5 365 1,
4= 1, +0—1, 0

t =00

Diese Hinweise mogen die Unbrauchbarkeit jener Formel illustrieren. An-
dererseits verstarkt ein solcher Irrtum gerade die Bedeutung einer einfachen Dar-
stellung und Vergegenwartigung der Verhaltnisse, wie sie in den vorhergehenden
Abschnitten versucht wurde.

VIIIL

Fiir die Rechnung mit mittleren Merkmalen konnen aus den hergeleiteten
Ergebnissen einige Grundsatze aufgestellt werden.

Setzen sich zwei oder mehrere Beobachtungsbestdnde zu einem neuen Be-
stande zusammen, so bildet dessen Beobachtungsfliche die Summe aus den ent-
sprechenden Fliachen der Einzelbeobachtungen. Es gilt also z. B. fiir zwei Be-

stande:
L= L(l) + Ly,

Die mittleren Werte werden dann dargestellt fiir das Beobachtungsmerkmal
durch:

l — £ M I — ££1.). . l = ﬁ
4 ’ = e T
T° 40T T, @ T
fiir das Ordnungsmerkmal durch:
{ = £ s — L(l) . — L@)
47 Iy 4w gy A0y

Zwischen den mittleren Merkmalen der einzelnen und des gesamten Bestandes
besteht also die Beziehung:
LT=lLy Tyt he T
bzw.
Lilg =144 gy + 4 ® law
Daraus folgt, dass das mittlere Merkmal des Gesamtbestandes nur dann

gleich ist der Summe der entsprechenden Mittel fiir die Teilbestdnde, wenn sich
die Durchschnittswerte auf gleiche Basis beziehen. Denn nur wenn

T=T,="Tg, bzw. g =lg, =1y,
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gilt die einfache Beziehung
IA=IA(1)+IA(2) bzw. td=tA(l)+tA(2)

In der Praxis wird es meist zutreffen, dass die Ausdehnung des Ordnungs-
merkmales (z. B. die Dauer der Beobachtung) fiir Vergleichsmaterialien gleich
gross ist, weil sie vom Beobachter einheitlich gewéahlt wird. Im allgemeinen wird

tatsachlich
T=T, =T,

sein, Das miltlere Beobachtungsmerkmal besilzt dann die additive Eigenschaft, so
dass gilt:
L= 14(1) + 14(2)

Im Gegensatz dazu kann das hochst beobachtete Merkmal nicht willkiirlich
gewihlt werden, weshalb allgemein gilt:

Ly lH(l) ¥ lH(s)

Daraus folgt aber, dass das miltlere Ordnungsmerkmal die additive Eigenschaft
im allgemeinen nicht besitzt, so dass gilt:

i ¥ tA(l) + td(z)

Vergleiche zwischen Durchschnittswerten verschiedener Beobachtungsmate-
rialien sind bloss stichhaltig, wenn sich die Mittel auf gleiche Basen beziehen.
Aus dem soeben erreichten Ergebnis folgt, dass sich im allgemeinen Durchschnitts-
werte des Ordnungsmerkmals nicht zu Vergleichen eignen, wohl aber solche des
Beobachtungsmerkmals.

Diese Folgerungen ergeben sich auch sofort aus der Summation bzw. Ver-
gleichung der oben zur Darstellung beniitzten, zu Rechtecken reduzierten Beob-
achtungsflachen.

IX.

Bevor wir dazu iibergehen, die Bedeutung der besprochenen Durchschnitts-
werte in einem allgemeinen Kollektiv darzustellen, méchten wir eine Bemerkung
iber die nidherungsweise Integration beifiigen, welche sich an die Ergebnisse des
II. Abschnittes fiigt.

Die kontinuierliche Betrachtungsweise, deren Anwendung in der mathema-
tischen Statistik und der Versicherungsrechnung eine Reihe von besonders schénen
Ergebnissen gebracht hat, ersetzt die einzelnen Beobachtungswerte durch eine
stetige Funktion f (f). Die Fliche, welche eine solche Funktion zwischen einer
Anfangsgrenze a und einer obern Grenze b einschliesst, wird mathematisch dar-
gestellt durch das Integral:

F=/bf(t)dt
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In Fig. 6 werden diese Verhéltnisse skizziert:

; by f0 o . Wihrend in gewissen Problemen zur

o f fr 1 mg‘:&x' Herleitung des Resultates mit Vorteil die

Iy mdungs-  Kontinuierliche Darstellungsweise benutzt
merkmols”  \ird, muss sich die numerische Auswertung

der erreichten Integrale wieder auf die

vrere , obere Grenze einzelnen direkt oder indirekt beobach-
Ot Tt ¢ teten Grundzahlen stiitzen. In praktischen

Fig. 6 Aufgaben der Statistik oder Versicherungs-

rechnung wird der Wert eines bestimmten

Integrals nédherungsweise als Fliche, aus deren Begrenzung nur einzelne Punkte

bekannt sind, berechnet werden. In Figur 6 wurden solche beobachtete Punkte

fas fax1s fatz -+ fo usw. schematisch angedeutet. Im Abschnitt II der vorlie-

genden Ausfithrungen hat sich ergeben, dass die bekannten Ordinaten f, ent-

weder als parallele Seiten von Trapezen oder als Héhen von Rechtecken auf-

treten, je nachdem es sich um eine Entwicklungs- oder eine Gliederungsaufnahme

handelt. Aus diesen Flachenelementen kann die gesamte Flache als Summe be-
rechnet werden.

Aus den fritheren Darstellungen folgen also zwei ndherungsweise Losungen
fiir ein bestimmtes Integral: '

1. Stellt f () eine Entwicklung dar, dann gilt angenéhert:
b b
_ fa f_”)
Jiwa=3 1 (5+5
a t=a
2. Stellt f (f) eine Gliederung dar, dann gilt angenéhert:

b b
[iwa=31,
a t=a

X

Aus unserer Charakterisierung der Durchschnittswerte geht hervor, dass
solche nur fiir endlich begrenzte Kollektive bestehen; denn bloss fiir eine endliche
Héchstbeobachtung oder bloss fiir eine endliche Ausdehnung der Beobachtungs-
reihe konnen die Mittel endliche Gréssen sein.

Als Beispiele mochten wir nur zwei einfache Verteilungsreihen anfiihren.

1. Die Gausssche Fehlerfunktion, als Beispiel einer symmetrischen Vertei-
lung (vgl. Fig. 7, Seite 385).

Die kontinuierliche Gleichung dieser Kurve lautet nach Gauss:
— Rzt

f ()=

wo h eine Materialkonstante 7 und e die bekannten Naturkonstanten sind.
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Die Kurve verlduft asymptotisch zur
x-Achse, so dass das Ordnungsmerkmal x
variiert von — oo bis + oo; es gilt somit
T = oo. Das Maximum der Kurve, die
hochste Beobachtung, betrigt

=1 O =7

Die Beobachtungsfliche misst, wie aus der
Fehlerrechnung bekannt ist:

=iﬁmm=%ﬁw%=l

Aus diesen Elementen lassen sich die beiden Durchschnittswerte des Ordnungs-
und Beobachtungsmerkmals berechnen. Fiir den ersteren gilt:

f =L _ V7

Er ist als Basis des reduzierten Rechteckes in Fig. 7 angedeutet. Fiir das
durchschnittliche Beobachtungsmerkmal ergibt sich:

L 1
Q=T=;=o
d. h. es gibt bei voller Ausdehnung des Kollektivs nach der Gaussschen Vertei-
lungskurve keinen mittleren Beobachtungswert. Ein solcher ist erst moglich bei
endlicher Begrenzung der Beobachtungen.

2. Die Uberlebensordnung fiir einen Personenbestand sei bekannt als Funk-
tion [ () (vgl. Fig. 8).

g ts > Bilden wir die zur Berechnung der
f,}""ld‘l # I?urchschnitte notigen Elemente, so ergibt
16 sich:

©
Beobachtungsfliche L = [ I(t) dt
0

e s s, Hochster Beobachtungswert Iz = 1 (0)
—> Alter t Ausdehnung der Beobachtungen iiber
Fig. 8 T = w.

Dann folgt als Durchschnitt des Ordnungsmerkmals:

_E_J”Uﬂ
I

1
(0)
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Fasst man die Uberlebensordnung als Entwicklungsaufnahme auf, so wird:

_z:—< o

t,
und wegen [, =0

t=0

o~| -
l\9|

t, stellt die mittlere kiinftige Lebensdauer eines Neugeborenen dar und wird
in Fig. 8 als Basis des flachengleichen Rechteckes angedeutet.
k% Stellt [ (f) die Verteilung eines Personenbestandes dar, so wird die Beobach-
tungsfliche als Gliederungsaufnahme néherungsweise berechnet zu:

L=/l(t)di=th
0 t=0

Aus der gewogenen Flache ergibt sich das mittlere Alter des Bestandes zu:

Der Durchschnittswert des Beobachtungsmerkmals folgt aus:
[}
/ L(1) dt
= L = O—’
T o

- fiir eine Entwicklungsaufnahme wird

1 & Ly
~% (Z = 7)
t=0

und stellt den durchschnittlich unter Risiko gestandenen Bestand dar. Fiir eine

l [
Gliederungsaufnahme aber wird [, = -(;Z I, und stellt die durchschnitt-

t=0
liche Besetzung der Altersstufen im Moment der Beobachtung dar.
Diese beiden Beispiele sollen geniigen als Hinweise auf die Verwendung von
Durchschnittswerten bei der Betrachtung allgemeiner Kollektive.




